ELEC-C1230 Saatotekniikka

Luku 9: Digitaalinen (diskreettiaikainen) saato,
johdatus, z-muunnos
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Esittely

« Astrom K. J., Wittenmark B.: Computer Controlled Systems
- Theory and Design (3rd ed.), Prentice-Hall, 1997.

* Franklin, Powell, Workman: Digital Control of Dynamic
Systems. Third edition, Addison Wesley, 1998.

* Useissa jatkuva-aikaisen siddon perusoppikirjoissa (mm. Dorf) on johdatus
digitaaliseen sdatoon
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Lukuohje

* Tietokonesdadon peruskasitteet

* Tietokonesaddon suunnittelun kaksi peruslahestymistapaa

e Z-muunnos ja sen kaytto diskreettiaikaisen jarjestelman
mallittamiseen

* Pulssinsurtofunktio, tilaesitys

* Navat, nollat, stabiilisuus. Huomaa samankaltaisuus analogisen
(Jatkuva-aikaisen) saitoteorian kanssa.
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Esittely

Johdanto, z-muunnos
Diskreetit systeemit ja niiden ominaisuuksia

Yleista saatosuunnittelusta, jatkuva-aikaisen
saatimen diskretointi

PID-saadin ja sen diskreetit versiot,
naytteenottovalin valinta
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Analoginen (jatkuva-aikainen)
saatojarjestelma

Analogisella sidtimella sdddetty prosessi

'”(t) +

’T Saidin Prosessi >

e
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Johdanto: Digitaalinen (diskreetti,
diskreettiaikainen) saatojarjestelma

--------------------------------------------------------------

0‘ .‘......‘ § _I_'__,_.—
eseccooe vee ‘tecece oo u(tx) P — u(t) f
§ XX X r(tk) + e(ix) . y(t)
1 ™ Sdadin [ D/A T——™1 Prosessi =
A/D -

A/D-muunnoksessa analoginen signaali ndytteistetddn
(sampling); D/A-muunnoksessa diskreett1 sdatosignaali
muunnetaan analogiseksi (pito, hold).
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Kaksi peruslahestymistapaa tietokone-
saadon suunnitteluun

r(1)

d. o A/D| Saidin | D/A -u—(t)> Prosessi 340 >
()
r(tr) u(ty) W)

| Sadadin [—™ D/A | Prosessi | A/D
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A

Johdanto

Systeemi sisaltaa seka analogisia etta digitaalisia signaaleja
(hybridijarjestelmai)

Analogisesta saadosta tuttu perusongelma: miten tillaisia
dynaamisia jarjestelmia Kisitelldén analyyttisesti?

Ovatko jatkuvien jarjestelmien aika- ja taajuustason menetelmat
Kaytettavissia? Ovatko modifioitavissa?

Miten saiatimia suunnitellaan? Enta implementoinnissa
huomioitavat seikat?

Kaksi lahestymistapaa: a. Suunnitellaan prosessille ensin jatkuva-
aikainen saadin ja diskretoidaan se; b. Muodostetaan prosessille
diskreetti ekvivalentti ja suunnitellaan saiataja suoraan
diskreettiajan menetelmillia. Nyt (kurssilla Saatotekniikka)
Kasitelliin ainoastaan menetelmaia a. Myohemmin (maisteritason
kurssilla Digitaalinen ja Optimaalinen saato) lihtokohtana on b.).
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Aloitetaan: z-muunnos (vastine

Laplace-muunnokselle)
Lukujonon  {f,, f,,++, f,»--+} lyhyemmin {f,} tai f(k)

z-muunnos maaritellaan

F()=Z(f)=3 fiz' = fy+ iz '+ fiz P4

Jatkuvat jarjestelmat: (differentiaaliyhtialot/Laplace-muunnos)
Diskreetit jarjestelmat: (differenssiyhtalot/z-muunnos)
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Esim. Aikadiskreetti impulssi

Lukujono
{foaoaoaoa'”}

on impulssi (pulssi) voimakkuudella fo  ¢€li

1, k=0
0, k-0

fo

f,0(k) jossa o(k)= {
/-muunnos;

F(z)=Z{f(k)} Zf(k)z_k —Zfo5(k)2_k=f
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Esim. Aikadiskreetti (yksikko)askelfunktio

Lukujono {1,1,1,1,---}

1
Termeissa fk tal toisin T T t

merkittynd /' (k) B .

k on juokseva (0,1,2,...) aitkaa kuvaava indeksi. Absoluut-
tiaika hetkella £ on kT, jossa T on ndytevdli (diskretointi-
vali).  Askelfunktion z-muunnos:

Z{f(k)}ZI—I—l-Z_I+---+1-Z‘k+...

1 z

= —1
1-z z—1 (geometrisen sarjan summa)

Aalto-yliopisto
Sahkotekniikan
korkeakoulu



Esim.  f(k)=a", |a|<1
Siis pulssijono on {1, a,a’,a’,- }

F(z)= Zakz_k =l4+az ' '+a’z7>+--
k=0

1 oz
l—az' z-a
Summa konvergoi kompleksitason alueella ‘az‘l‘ <1

eli silloin, kun  |a| <|z|

Konvergenssialueeseen ei tarvitse jatkossa kiinnittaa
huomiota, niinkuin €1 Laplace-muunnoksenkaan kanssa
tehty
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Siirto ajassa (’oikealle”=viive,
vasemmalle”’=ennakointi)

Pulssijono 1(k):

lTHt ,

0 1 2 3 5

k

F(Z)ZZ{f(k)}zfo—i-flz_l-l—fzz_2+f32‘3+...
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Vuviastys yhdellad naytevalilla:

TTTTz .

Z{f(k_l)}zo-l-foz_l+flz_2+f22_3_|_...
=Z_1(f0+flz_1 +f22‘2 _|_)
=z'F(2)

S11s yhden askeleen viive merkitsee kertomista termilla
z ' ;vastaavasti  z" :1l4, kun viive n askelta

2 3 4 6 K
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Ennakointi yhdella naytevalilla:

0 1 2 3 4 5 k

Z{f(k+D}=fi+ fiz '+ fiz 7+
:z.(f0+flz‘1-|-f22—2 +-~°)—Zf0
ZZF(Z)—ZfO

Vrt. Derivaatan Laplace-muunnokseen aikajatkuvassa
tapauksessa
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A

Aalto-yliopist
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Z-muunnosteoreemoja ja muunnospareja

Mairitelma:  F(z2) = Z{f(k)}(z) = 25 fl)z*

z* = 2bzcos(a) + b*

Z-muunnos Diskreetin ajan funktio
F(z) flk) Tl
CE(2)+ GE(2) Cifi(k) + G £ (k) T2
F(az) a™t f(k) T3
2 F(2) % A S T4
ftk-a), k=za
2F@) -[2f(0) + 27 f) +-2f(@a-D)] | flk+a) , a>0 TS
Z-muunnos Diskreetin ajan funktio
1, k=0
1 = ’
0= k=0 M
2 1 M2
z-1
2
M3
@1 “
- a M4
z-a
= k M5
@-ay ka
zsin(a)
—_— i M6
z* —=2zcos(a)+1 k)
z(z - cos(a))
7 Yocnalat el M7
z* —2zcos(a)+1 con(ek)
bzsin(a) 5
i M8
z* - 2bzcos(a) + b* #rsngak)
z(z = bcos(a
( @) b* cos(ak) M9




Aikadiskreetti systeemi

Esim. Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalon suku-
lainen on differenssiyhtilo

y(k+1)=ay(k)=u(k)
Alkuehdot esim. y(0)=0, u(0)=1, u(k)=0, £ >0

Lasketaan suoraan yhtalosta (differenssiyhtidlé on suoraan
laskenta-algoritmi

y()=u(0)=1 Siis tuloksena on lukujono
y@)=ay)rul)=a {a"},k=0,1,2,..
y(3)=ay(2)+u(2)=a’
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Huomaa, ettd differenssiyhtilo

y(k+1)—ay(k) = u(k)

tarkoittaa absoluuttiajassa

y[(k+1)T]—ay(kT) =u(kT)

Z-muunnetaan systeemiyhtalo

zY(z)—zy(0)—aY(z)=U(z)

Alkuarvot merkitadn nollaksi pulssinsiirtofunktiota
johdettaessa, jolloin saadaan

(z-a)Y(z)=U(z)
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Pulssinsiirtofunktio

u(k) y(k)
> G(z) -
U(z) Y(z)
Y 1
G(z) =12 _
U(z) z—-a

Jos tulosuureena on yksikkdpulssi 0 (k)

niin 13hto (pulssivaste) on siirtofunktion kdanteismuunnos

Vertaa jatkuvan ajan siirtofunktion tapaukseen

Aalto-yliopisto
Sahkotekniikan
korkeakoulu



Esimerkki.

systeemin dynamiikka yv(k)—ay(k—-1)=bu(k—-1)

z-muunnetaan Y(z)—az 'Y(z)=bz U(z)
-1
pulssinsiirtofunktio G(z) = Y(z) _ ph—= __b
U(z) l—az”!' z-a
sarjakehitelma bz 1 : —=bz '(I+az' +a’z7 +--)
—az
kdanteismuunnos termeit- b { 0.1 a.a’ a }
tdin antaa pulssivasteen S
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Toinen tapa:

v(k)—ay(k—1)=bu(k—-1)

on sama kuin (siirretddan vain aikaindeksii ja huolehditaan
alkuarvot oikeiksi)

y(k+1)—ay(k)=>bu(k)

zY(z)—aY(z)=bU(z2)
(z—a)Y(z)=bU(z)
Y(z) b

U(z) . _q sama tulos

G(z)=
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z-muunnos siis tehddin systeemimallien laskennallisen
kasittelyn helpottamiseksi vrt. jalleen Laplace-muunnos
jatkuvan ajan jarjestelmissa.

Tulokset on tulkittava ainoastaan naytteenottohetkilla

t, =kT, k=0,1,2,...

Huom. muunnosparit (jalkimmainen poikkeaa jonkin
verran laplace-muunnoksen vastaavasta)
0, k<a-1,a>0
f(k—a),k>a

2. Z'F(2)-|z°f(O)+z" f()+-+zf(a=D) |; f(k+a),a>0
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1. z “F(z2) :




A

Kaanteismuuntamisessa sovelletaan samoja ideoita kuin
jatkuvien jarjestelmien tapauksessa (lausekkeiden muok-
kaus ja taulukot)

. 1 Y N B
Esim. (z-1)(z-2) z-1 z-2

Mutta: Tallaisille termeille e1 10ydy kdanteismuunnosta
taulukoista. Luovuutta!

1 4 1 O ( A B j
=ZzZ Z =Z Z +
(z-1)(z-2) (z—-1)(z-2) z—1 z-2
A=1im 1 =—1; B=Ilm 1 =1
z—1 z—2 z—2 z-1
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A

S 1[ 1 1} 1[2 z}
=z z — =z —
(z-1)(z-2) z—2 z-1 z—-2 z-1

Sulkutermin sisalla olevan lausekkeen kdanteismuunnos on

A A
2
f(k)=2-1, k=0,1,2,... 1
z~ ! :114 kertominen merkitsee 1. i T T R
askeleen viivastysta. Siis koko 0 1 2 K
lausekkeen kaanteismuunnos on

{o , k=0
f(k-=1), k=1 eli 2 —1, k=1,2,3,..
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Stabiilisuus

Pulssinsiirtofunktioilla voidaan laskea kuten jatkuvien
jarjestelmien siirtofunktioillakin. Voidaan esim. muodos-
taa suljetun jarjestelman (pulssin)siirtofunktio, jonka
nimittijaa kutsutaan karakteristiseksi polynomiksi. Sen

nollakohdat ovat systeemin navat. Siirtofunktion osoitta-
jan nollakohdat ovat systeemin nollat.

Pulssinsiirtofunktio voidaan jakaa summaksi, jonka
termit ovat muotoa

Z _ kdsnteismuunnos a* pysyy rajoitettuna, kun
- la| <1
Jos yksikin termi ”’rdjahtaa”, koko vaste menee epastabii-
Jiksi.
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Stabiilisuusalue:

z—d

(z=b)(z—c)(z—-d) -1 \

Gy (z)=

Diskreetti systeemi on stabiili tasmalleen silloin, kun
navat (b, ¢, d) ovat yksikkdympyran sisidlla. Vertaa
vasen puolitaso jatkuvien jarjestelmien tapauksessa.
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Siirto-operaattorit

Siirto-operaattori g eteenpdin ajassa

gy(k)=y(k+1)

Siirto-operaattort ¢ B taaksepain ajassa

g y(k)=y(k-1)
Vastaavasti ¢ v(k)=y(k+n)
q "y(k)=y(k—n)

(Jatkuva-aikaisissa tarkasteluissa on vain derivaattaope-
raattori p.)
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Esim. Aikatason differenssiyhtdlo (systeemin tulo-1ahto-
esitys)

yk+2)+ayk+1)+a,y(k)=>bu(k+1)+bu(k)

voldaan merkitd muodossa

A(q)y(k) = B(q)u(k)

AQ)=q" +aq+a,
B(q) = b0q+b1

jossa

ovat operaattoripolynomeja. Vastaavanlainen esitys
voidaan kirjoittaa ¢~ :n potenssien avulla.
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Huomaa muodollinen ekvivalenssi

p s
g <z

Kyse on kuitenkin eri asioista: kun kdytetaan p :ta
tai g:ta, toimitaan aikatasossa. s ja z luttyvat muunnok-
siin, joilla sirrytddn aikatasosta laplace- tai z-tasoon.

Vo1 tuntua turhalta teoretisoinnilta. Kuitenkin saatotek-

niikassa on erilaisia suunnittelumenetelmia, joissa 1ahto-
kohtana on selkedsti joko aikatason esitys tai siirtofunk-
tioesitys.
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Tilaesityksesta pulssinsiirtofunktioon

Diskreeteilla jarjestelmilla tilaesitys maaritelladn aivan
analogisesti kuin jatkuvien jarjestelmien tapauksessa;
yhtiloiden derivaatat vain korvataan siirto-operaatiolla.

x(k +1) = Fx(k)+ Gu(k)
y(k) = Hx(k)

Ryhdytidan etsimain surtofunktiota. Z-muunnetaan
yhtalot ja eliminoidaan tilamuuttujat (vrt. jalleen jatku-
va-aikainen tapaus)
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zZX(z)=FX(z2)+GU(z2)

(zI -F)X(z)=GU(z)

X(2)=(z -F)'GU(2)

Y(z)=HX(z)=H(zI -F)'GU (2)
Saadaan pulssinsiirtofunktio

Y(z)

RRANTTE

=H((zI-F)'G

vrt. jatkuva-aika: C(s/ — A)"'B
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A

Tulo-lahtoesityksesta tilaesitykseen

Aivan samankaltainen systemaattinen menettely kuin
jatkuvilla jarjestelmilla on kaytettavissa

Esim.
y(k+2)=13y(k+1)+0.4y(k)=u(k+1)-0.4u(k)

-tilaesitys?
-pulssinsiirtofunktio?

Kirjoitetaan yhtalo g-operaattorin avulla
q°y(k)—1.3qy(k)+0.4y(k) = qu(k)—0.4u(k)
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Sirretddn g:ta sisaltavat termit vasemmalle, muut oikealle

q°y(k)—1.3qy(k)—qu(k)=-0.4y(k)—-0.4u(k)

Kirjoitetaan vasen puoli sisdakkaisina sulkulausekkeina
ja valitaan tilamuuttujat

q qw—l.3y(k)—u(k) =—-0.4y(k)—-0.4u(k)

xy (k)

%3 (k)
x, (k) = y(k); x,(k) = x,(k+1)=1.3x,(k) —u(k)
X, (k+1)=-0.4x,(k)—0.4u(k)
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A

Tilaesitykseksi saadaan
x (k+1)=13x,(k)+x,(k)+u(k)
X, (k+1)=-0.4x,(k)—0.4u(k)

y(k) = x,(k)
joka matriisiesityksend on
x(k+1)] | 13 1 [x)] [ 1] )
k41| =04 0l x| "] —0a |
[ a®
y(k)=|1 O]ch(k)}
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Pulssinsiirtofunktio

E(z) = =H(zI-F)"'G
(2) U(o) ( )
S P
-04 z-13][-04] z-0.4
- z2(z—=1.3)+0.4  (z-0.8)(z—-0.5)

Nollat: z,=0.4

=0.8
Navat: Py
p, =0.5
Navat ovat yksikkoympyrin sisilla, joten systeemi on
stabiili.
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