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Sisalto

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo



Odotusarvo

Diskreetin lukuarvoisen satunnaismuuttujan X odotusarvo on
E(X) = Y xP(X=x) = > xf(x)
xeX xeX

missa X tarkoittaa X:n mahdollisten arvojen joukkoa.

Odotusarvo on X:n mahdollisten arvojen todennakoisyyksilla
f(x) = P(X = x) painotettu summa.

Esim (Noppa)
Nopanheiton tuloksen X odotusarvo on

E(X) = (1><é)—|—(2><%)--~+(6><%) = 3.5. Q’

Mitd odotusarvo kertoo satunnaismuuttujasta X7
(Ei ainakaan “odotettua arvoa”, koska noppa ei koskaan saa arvoa 3.5.)



Odotusarvon tulkinta: Pitkan sarjan keskiarvo

Pelataan n kierrosta pelid, jossa yhden kierroksen tuotto on X.
Tiheysfunktio f(x) = P(X = x).

Oletus: Tulos x esiintyy pelissd likimain n f(x) kertaa.

® T3lloin tuotto n kierrokselta on likimain

anf(x).

XEX

e Keskimaardinen tuotto per kierros on likimain

%anf(x) = ZXf(X) = E(X).

XEX xEX

Mutta pitddko oletus paikkansa?



Esimerkki: 1000 kolikkoa
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kuuna Kaava

Kruunan suhteellinen osuus Kruunan ja klaavan suhteelliset
heittojen maardn kasvaessa osuudet 1000 heitossa.
n <~ 1000

http://www.r-project.org/

x <- sample(c(0,1),n,replace=TRUE) http://www.random. org/

plot (cumsum(x)/(1:n),type="1")
plot(table(x))


http://www.r-project.org/
http://www.random.org/

Esimerkki: 1000 noppaa
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Kuutosen suhteellinen osuus Silmélukujen suhteelliset osuudet
heittojen lukumairan funktiona 1000 heitossa
n <~ 1000

http://www.r-project.org/

x <- sample(1:6,n,replace=TRUE) http://www.random. org/

plot (cumsum(x==6)/(1:n) ,type="1")
plot(table(x))


http://www.r-project.org/
http://www.random.org/

Sisalto

Suurten lukujen laki



Satunnaismuuttujan odotusarvo vs. pitkdn ajan keskiarvo

Lause (Suurten lukujen laki)

Jos X1, Xa, X3, ... ovat keskendan riippumattomia X:n tavoin
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, niin tapahtuman

1 n
- > X = E(X)+0.001
i=1

todennikdisyys lahestyy ykkdsta suurilla n arvoilla.
Tama on stokastiikan tdrkein teoreema, jonka mukaan keskiarvon
satunnaisuus katoaa suurilla n:
. 1 n . .
® Keskiarvo > i ; X; on satunnaismuuttuja
¢ Odotusarvo E(X) on deterministinen luku
® (0.001 voidaan korvata milla tahansa € > 0.

Pateeko tulos keskendan riippuville satunnaismuuttujille?

Kyll3, jos riippuvuus on riittdvan heikkoa (ergodisuus).



Lukumaaran laskenta = indikaattorien summaus

Olkoon meilld keskenddn samoin jakautuneita ja riippumattomia
satunnaismuuttujia X1, Xo, X3, ..., esim. nopanheittoja.

Haluamme tutkia montako kertaa tulos kuului tiettyyn joukkoon,
esim. joukkoon B = {2,4,6}.

Tydkaluna voimme kayttda indikaattorimuuttujia

[ — 1, jos Xi € B
"o, jos X ¢ B

Nyt lukumaaran laskenta onkin yhteenlaskua:

2 3 45 6 7 8 9 10

| =

#{i:X; e By =17

1
i 3 6 2 2 1 2 6 4 6 1
0111011110 >IL=T

-~

1



Tapahtuman todenndkaisyys vs. suhteellinen esiintyvyys

Lause
Jos X1, Xs, ... ovat riippumattomia X:n tavoin jakautuneita

satunnaismuuttujia, niin minka tahansa arvojoukon B suhteellinen
esiintyvyys listassa (X1, ..., X,) toteuttaa

#{56{1,2,..;1,n} : Xs € B} _ P(X € B) +0.001

todennikéisyydelld, joka ldhestyy ykkosta suurilla n.
® Diskreetille tiheysfunktiolle f(x) = P(X = x):
X =
#le 2 X=X g
n
e Kertymifunktiolle F(t) =P(X < t):

#{s : X; <t} F(t)

Q



Todennakoisyys vs. suhteellinen esiintyvyys: Todistus

Arvojoukon B suhteellinen esiintyvyys voidaan kirjoittaa muodossa

1< . 1, jos Xs € B,
—le, missa [ =
n— 0, muuten,

on tapahtuman {Xs € B} indikaattorimuuttuja.

Satunnaismuuttujat /1, b, ... ovat toisistaan riippumattomia ja
tapahtuman {X € B} indikaattorimuuttujan / kanssa samoin
jakautuneita (miksi?).

Suurten lukujen lain perusteella, kun n — oo,

},ils ~ E(l) = 0xP(I=0)+1xP(/=1) = P(X € B).
s=1



Esimerkki: Nopan tutkiminen empiirisesti

Yritetddn kokeilemalla tutkia todennékdisyytta P(X < 2), missa X
on nopanheiton (tietokoneella simuloitu) tulos.

n suht. esiintyvyys kaytetty laskenta-aika

100 0.38000000 0.00 s
10000 0.33260000 0.00 s
le+06 0.33351000 0.02s
le+08 0.33332494 155s
le+10 0.33333081 159.33 s

Tassa tieddmme oikean todenndkdisyyden, joten ndemme kuinka
oikeita desimaaleja kertyy (virhe pienenee).

Oikeissa sovelluksissa emme yleens3 tiedd todenndkdisyytta, vaan
yritdmme arvioida sitd. Olisi myGs kiva pystyd arvioimaan virheen
suuruutta, vaikka oikeaa arvoa ei tiedetd. T3han saadaan
myShemmin tydkaluja.



Todennakaisyys vs. suhteellinen esiintyvyys: Kaytto

Saimme keinon kokeellisesti arvioida jonkin tapahtuman
todennakdisyyttd, kunhan vain voimme toistaa sitd monta kertaa.

Onko tdssa tn-laskennan Graalin malja? Hankalien kaavojen sijaan
toistetaan koetta ja katsotaan, miten usein tapahtuma tapahtui?

Tavallaan, mutta

® tarvitsemme menetelman toistaa koetta monta kertaa
(oikeasti tai simuloidusti)

® oikea kokeileminen voi olla vaikeaa, kallista, vaarallista
® simuloitu koe ei ehk3 vastaa todellisuutta

® suuri tarkkuus edellyttda paljon toistoja: tn-arvion virhe on
karkeasti suhteessa lukuun 1/4/n, joten yksi oikea
lisadesimaali vaatii 100 kertaa enemman toistoja!



Todennakaisyys vs. suhteellinen esiintyvyys: Kaytto

Kutenkin se, etta esiintyvyys pitkdssa sarjassa on hyva estimaatti
todennakoisyydelle, on pohjana suurelle osalle modernia
tilastotiedetta.

® otanta: poimimme vdestdstd n ihmista, heistd k:lla on
diabetes, arvioimme osuuden k/n patevan koko viestossa

® |33ketieteellinen koe: kokeilemme hoitoa n kertaa, se onnistuu
k kertaa, arvioimme jatkossakin sen onnistuvan tn:lla k/n

® jakauman estimointi empiiriselld histogrammilla

® Monte Carlo -menetelmit fysiikassa, biologiassa jne.
pohjautuvat siihen, ettd koetta simuloidaan tietokoneella
monta (miljoonaa) kertaa ja katsotaan esiintyvyys. (Vaikeaa
on suunnitella se simulaatio.)

® Monte Carlo -integroinnissa heitetddn tikkaa ja katsotaan,
miten usein osutaan tiettyyn joukkoon — arvio ko. joukon
pinta-alalle



Esimerkki: 1000 kolikkoa

Suurten lukujen lain perusteella kruunan suhteellinen esiintyvyys
satunnaisjonossa (X, ..., X,) on

#{s < n:X; = "kruuna"}

1
n 2

[

Kruunan suhteellinen osuus Kruunan ja klaavan suhteelliset
heittojen maardn kasvaessa osuudet 1000 heitossa



Esimerkki: 1000 noppaa

Suurten lukujen lain perusteella 6:n suhteellinen esiintyvyys
satunnaisjonossa (X, ..., X,) on

#{s<n: X, =6} 1

n 6
g ‘J T T g I I I I I I
Kuutosen suhteellinen osuus Silmalukujen suhteelliset osuudet

heittojen lukumaaran funktiona 1000 heitossa



Lisaa tarinoita nopista

Zacariach Labby: Weldon's dice, automated
https://www.youtube.com/watch?v=95EErdou02w

https:
//link.springer.com/article/10.1007/s00144-009-0036-8

Prof. Samuli Siltanen
Samun tiedepldjdys: arpakuutio ja todennikdisyyden olemus
https://www.youtube.com/watch?v=rkJv4BveY4g

Tuomas Kukko & Risto Heikkinen:
Kimblen noppa ei ole tdysin satunnainen
http://statistition.com/7p=440


https://www.youtube.com/watch?v=95EErdouO2w
https://link.springer.com/article/10.1007/s00144-009-0036-8
https://link.springer.com/article/10.1007/s00144-009-0036-8
https://www.youtube.com/watch?v=rkJv4BveY4g
http://statistition.com/?p=440

Esimerkki: Noppapelin tuottokertyma

Noppapelissa voittaa kierroksella i silmaluvun X; verran euroja.
Yhden kierroksen tuoton odotusarvo on E(X;) = 3.5 EUR.

350

300
L

Tuotto suurelta maaralta n
kierroksia on suurten lukujen
lain mukaan likimain

éx,- = < ZX) ~ 3.5n.

250

200

150

0 20 40 60 80 100



Odotusarvo vs. keskiarvo: Yhteenveto

Satunnaismuuttujan X odotusarvolle ja todennikdisyyksille on
saatu tulkinnat

1 n
E(X) ~ EZXS,
s=1

#{s <n:Xs=x}

n

missa Xi, Xo,... ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita.

Ent3 jos riippumattomia toistoja ei ole saatavilla?
® X = startup-yhtion seuraavan vuoden liikevaihto
® X = taloyhtion materiaalivahingot tulipaloista

Talldinkin odotusarvolla on jokin merkitys, mutta “pitkdn ajan
keskiarvo” ei kovin mielekas.



Esimerkki: “Musta joutsen”

Taulukon NEW YORK TIMES BESTSELLER
THE

k 0 1000000 BLACK SWAN
P(X = k) 0.999999 0.000001

mukaan jakautuneen satunnaismuuttujan &

OdOtusarVO on HIGHLY IMPROBABLE

E(X) 0 x 0.999999 + 1000000 x 0.000001

= 1. Nassim Nicholas Taleb

Odotusarvo E(X) = 1 kertoo hyvin vdhan satunnaisilmiosta?

Jos X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja generoidaan toisistaan
riippumattomasti, niin 10000 ensimmaistd satunnaislukua ovat kaikki
nollia todennikaisyydelld 0.99999910000 ~ 99%,

http://www.fooledbyrandomness.com/


http://www.fooledbyrandomness.com/

Sisalto

Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo



Jatkuvan satunnaismuuttujan diskretointi

k
Diskreetti satunnaisluku | X |, = LISOkXJ on X:n arvo pydristettyna

alaspéin k desimaalin tarkkuuteen (esim. |1.52793|3 = 1.527).

= i
B = 3 1o (X0 = 55
> i i i+1
= — <
oo ; igi’} oo
= Y o7 |, fx)dx = /_Doquf(x)dx.
1 10k

Koska | X |x — X kun tarkkuus k — oo, miéaritelladn

E(X) = kime(LXJk) = kli_)moo /00 [x]k f(x)dx = /00 x f(x)dx.

— 00 — 00



Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo
Jatkuvan satunnaismuuttujan X odotusarvo maaritelladn kaavalla

[e.e]
E(X) = / x f(x)dx.
—0oQ
Kyseessa on jatkuva versio ideasta “mahdollisten arvojen

tiheyspainotettu keskiarvo”.

Esim (Metro)

Jos seuraavan metron saapumiseen kuluva aika X noudattaa vilin
[0, 10] tasajakaumaa tiheysfunktiona

() = {110, x € (0,10),

0, muuten,

niin



Jatkuva odotusarvo — Lisdesimerkkeja

Esim (Polynomi tiheysfunktiona)
Printterin korjausaika X (tunteina) on jatkuvasti jakautunut
tiheysfunktiolla f(x) = 2x, kun 0 < x < 1.

Korjausaika on siis aina vélilla 0—1 tuntia, mutta
todennédkdisemmin |dhelld vilin ylapaats (tiheys on sielld
suurempi).

Korjausajan odotusarvo on

E(X) = /oox f(x)dx = /le 2x dx = /12x2dx = 2/3.

—o0 0



Jatkuva odotusarvo — Lisdesimerkkeja

Esim (Eksponenttijakauma)
Hyonteisid osuu tuulilasiin siten, ettd osumien viliajat X ovat
eksponenttijakautuneet taajuusparametrilla A = 1 kpl minuutissa.

Tiheysfunktio on
f(x)y=e"*

kun x > 0, ja nolla muualla.
Nyt valiajan odotusarvo on

E(X) — /Oox Fx)dx — /Ooox edx — 1.

—0o0

(Integraalin laskemiseen tarvittiin osittaisintegrointia.)

Tulkinta pitkdn ajan keskiarvona: Jos odotetaan, ettd hyonteisida on
kertynyt 50 kpl, niin keskim&arainen viliaika on SLL:n nojalla noin
1 minuutti, ja aikaa on siis yhteensa kulunut noin 50 minuuttia.



Satunnaismuuttujan odotusarvo: Yhteenveto

Diskreetti satunnaismuuttuja Jatkuva satunnaismuuttuja
® Esim. joukon {1,...,6} e Esim. vilin [0, 10]
tasajakauma, binomijakauma tasajakauma, eksp. jakauma
P(X € A) Zf ]P’(XEA):/f(x)dx
A
xEA [e'¢)
Y k() BX) = [ xf(xdx

xeX



Sisalto

Satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo



Esimerkki: Diskreetin satunnaismuuttujan nelio

Tehtava (Vrt. viime luennon nelidlaatat)
Laske E(X?), kun X:n jakauma on

k 0o 1 2
P(X=k) 02 05 0.3

Ratkaisu
Y = X2 on diskreetti satunnaismuuttuja arvojoukkona {0, 1,4} ja
jakaumana
k 0 1 4
P(Y=k) 02 05 03
Na&in ollen

E(X?) = E(Y) = 0x02 + 1x05 + 4x03 = 1.7.



Esimerkki: Jatkuvan satunnaismuuttujan kuutio
Kone tekee kuutioita, joiden sivu on tasaisesti jakautunut 0 ja 10 cm valilla.

Tehtava
Laske E(X3), kun X noudattaa vilin [0, 10] tasajakaumaa.

Ratkaisu
Satunnaismuuttujan Y = X3 arvojoukon pisteissi t € [0, 1000],
£1/3
Fy(t) = P(Y<t) = P(X3<t) = P(X<t/3) = T
£—2/3
=0 1
Tiheysfunktio fy(t) = { 0 O<t<1000,
0, muuten.
s 1000 ;—2/3 1 1000 /s
E(X?) = E(Y) = t dt = — t/ dt
() = BY) = [ e = 5

= ——— = 250.
40

‘1000 3 473 10004/3
30



Odotusarvon muunnoskaava

Jos g on funktio satunnaismuuttujan X arvojoukosta reaaliluvuille,
niin Y = g(X) on satunnaismuuttuja, joka liittda satunnaisilmion
toteumaan s luvun g(X(s)).

Fakta

® Diskreetille satunnaismuuttujalle

E(g(X)) = Y &(x)f(x).

® Jatkuvalle satunnaismuuttujalle

Be(x) = [ " g(x) F(x)dx.

—00



Esimerkki: Diskreetin satunnaismuuttujan nelio

Tehtava
Laske E(X?), kun X:n jakauma on

k 0o 1 2
P(X=k) 02 05 0.3

Ratkaisu
Soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa funktioon g(k) = k2,

E(X?) = > K*f(k) = 0°x02+1°x05+2>%x03 = 1.7,
k



Esimerkki: Jatkuvan satunnaismuuttujan kuutio

Tehtava
Laske E(X3), kun X noudattaa vilin [0, 10] tasajakaumaa.

Ratkaisu
Soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa funktioon g(t) =

10
1 1101
E(X3) = 2 f(t)dt = 3 —dt = % = 250.
(X% / (t) /0 10 1010 4

oo

Huom. Sama tulos kuin aiemmin, mutta muunnoskaavan avulla
paljon helpommin.



Siirretty ja skaalattu satunnaismuuttuja
Tassa pienet kirjaimet ovat vakioita ja isot kirjaimet satunnaismuuttujia.

Fakta

Todistus.
Jos X on diskreetti, (ii) saadaan kdyttamalld muunnoskaavaa

funktioon g(x) = bx:

E(bX) =Y (bx)f(x) = b _ xf(x) = bE(X).
Samoin (iii) kdyttamalla funktiota g(x) = x + a (taululla).
(i) saadaan yhdistamalla (ii) ja (iii) kdyttden arvoa b = 0.
Jos X on jatkuva, sama OK vaihtamalla summat integraaleiksi. []



Monen satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo

Fakta

® Diskreeteille satunnaismuuttujille X ja Y, joiden
yhteisjakaumalla on tiheysfunktio f(x,y),

E(g(X,Y)) Zzgxy F(x,y).

e Jatkuville satunnaismuuttujille X ja Y, joiden
yhteisjakaumalla on tiheysfunktio f(x,y),

E(g(X,Y)) / / (x,y) f(x,y)dxdy.



Monen satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo

Esimerkki (Laatikko, jossa kaksi diskreettid mittaa)
Kone tekee laatikoita, joiden pohja on X-sivuinen neli6 ja korkeus
on H. Laatikon tilavuus on siis g(X, H) = X?H.

Pohjan sivu on 10 tai 20, ja korkeus on 3 tai 5, yhteisjakaumalla

H=3 H=5
X =10 0.4 0.3
X =20 0.2 0.1

Tilavuuden odotusarvo on

E(g(X, H)) = g(10,3)f(10,3) + g(10,5)£(10,5)
+ g(20,3)f(20,3) + g(20,5)£(20, 5)
= (300 x 0.4) + (500 x 0.3) + (1200 x 0.2) + (2000 x 0.1)
= 710.



Sisalto

Kahden sm:n summan odotusarvo



Summan odotusarvo

Fakta
E(X +Y) =E(X) + E(Y).

Todistus.
Jos X ja Y ovat diskreetteji (jatkuva tapaus samaan tapaan),
soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa funktioon g(x,y) = x +y,

E(X+Y) = > 3 (x+y)f(x,y)
= ) Y xfy)+ DD yf(xy)
=) x <Zf(x,y)> +> 0y (Z f(Xa)’)>
= xH)+ Dy r(y)

= E(X)+E(Y).



Usean sm:n summa
Pidemman summan odotusarvo saadaan kayttamalld kaavaa
E(X + Y) =E(X) 4+ E(Y) monta kertaa.

Kolmen sm:n summa X + Y + Z. Annetaan sm:lle X + Y
lyhennysnimi U.

E(X + Y + 2) =E(U + 2)

U
)+ E(2)

X+ Y)+E(2)
X) +E(Y) + E(2).

E
E
E

(
(U
(
(

Jatkamalla samaan tapaan saadaan n-pituiselle summalle
E(Xi+ ...+ Xy) =E(X1) + ... + E(Xy).

Toisin sanoen: odotusarvon voi ottaa termeittdin. T&ta (ja
skaalausta vakiokertoimella) kutsutaan odotusarvon
lineaarisuudeksi.



Esimerkki: Binomijakauma

Olkoon n riippumatonta indikaattorimuuttujaa Iy, ..., /,, kukin
indikoi onnistumista (1) tai epdonnistumista (0), onnistumisen tn
P(l; = 1) = p ja epdonnistumisen ¢ =1 — p.

Silloin X = 27:1 I;, eli onnistumisten lukumaara, on
binomijakautunut.

Miten laskea E(X)? Voisit kayttda kaavaa ), xf(x), mutta se on
tyolasta. Helpompi tapa: odotusarvot indikaattorimuuttujista
termeittain.

EX)=Eh+h+...4+1)
=E(h)+E(h)+...+ E(l))
=p+tp+...p
= np.

Esim. n = 100 yritystd, p = 0.20 onnistumistn == onnistumisten
lukumaaran odotusarvo on np = 20.



Odotusarvolle ei voi tehdd mit3 tahansa

odotusarvon sisilta ulos ja painvastoin: esim. E(bX) = bE(X) ja
E(X+Y)=EX)+E(Y).
Mitd tahansa operaatioita ei suinkaan voi nain siirrell3!

Esimerkki
Aiempi kuutioita tekeva kone, sivu X tasaisesti jakautunut O ja 10
cm vililld. Edelld laskimme, ettd E(X3) = 250.

Sen sijaan (E(X))3 =53 =125 # E£(X3).

(Odotusarvion kuutio ei ole kuution odotusarvo.)



Yhteenveto

Satunnaismuuttujan odotusarvo E(X) antaa likiarvon keskiarvolle,
joka lasketaan suuresta maarasta X:n kanssa samoin jakautuneita
riippumattomia satunnaismuuttujia.

Diskreetti satunnaismuuttuja Jatkuva satunnaismuuttuja
= fo E(X) = / X F(x)dx
Ee00) = 28 Be(x)) = [ g0 f(x)ax

E (a + Z b,-x,-> = a+ Y bE(X)



Sisalto

Lisdesimerkkeja



Pietarin paradoksi
Kasinolla on tarjolla uhkapeli, jossa kolikkoa heitetdan kunnes
saadaan klaava. Pelin tuotto on
® 2 EUR, jos ensimmainen klaava ilmestyy 1. heitolla
® 4 EUR, jos ensimmainen klaava ilmestyy 2. heitolla

® 8 EUR, jos ensimmadinen klaava ilmestyy 3. heitolla

Paljonko olisit valmis maksamaan oikeudesta osallistua peliin?

Pelin tuotto on g(T) =27, missi pelin kesto T on diskreetti
satunnaismuuttuja jakaumana fr(k) = (1/2)%,k =1,2,3,...
Pelin odotusarvoinen tuotto on

E[g(T)] = 2'(1/2)' +22(1/2)2 +23(1/2)%3 +--- = .

Vaikka tuotto on varmasti darellinen, sen odotusarvo on 33reton.

https://en.wikipedia.org/wiki/St._Petersburg_paradox


https://en.wikipedia.org/wiki/St._Petersburg_paradox

*Lisatehtava (yli kurssialueen)

Y = odotusaika (min) asemalla, jonne metroja saapuu 10 min
valein, ja jossa metrot pysahtyvat 1 min ajan.

Viime luennolla johdettiin Y:n kertymafunktio

0, t <0,
Fy(t) = {fo+15, 0<t<9,
1, t>9.

ja todettiin, ettd Y:n jakauma ei ole diskreetti eikd jatkuva vaan
niiden sekoitus.

Tehtava

Kehitd luonteva odotusarvon maaritelma diskreetin ja jatkuvan
jakauman sekoituksille ja laske E(Y).



Seuraavalla kerralla puhutaan keskihajonnasta ja korrelaatiosta. . .
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