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11 Lisaa luottamusvaleista

11.1 Waldin luottamusvili osuudelle

Binomijakauman todennakoéisyyden m:n eli osuuden luottamusvéli on kdytetyim-
pié luottamusvélejé. Tilastotieteen perusoppikirjoissa jarjestddn opetetaan me-
nettely alla sen laskemiseksi. Johto ldhtee osuuden estimaattorin # = Y/n nor-
maalisuudesta suurilla havaintomé&arilla:

#F~ N(m,7(1—7)/n).
Talloin patee likimaérin

Plz <i<z
a/2 7T(1 —7T)/7’L 1-a/2

T
P —Z1-a/2 < —F/——< Z1—a/2 | = 1—«a
m(l—m)/n
Téssd z4/2 = —2Zi1_q/2 on standardinormaalijakauman o/2. kvantiili (esim.
20.025 = —20.975 = —1.960). Estimoidaan estimaattorin # nimittajassi varianssi
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Osuuden 100 x (1 — «) %:n likiméariisen luottamusvélin yla- ja alaraja ovat
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n

Jos havaintoja on paljon eiké 7 ole lahella nollaa tai yhté, luottamusvélin peitta-
vyys on noin 100 x (1—a) %. Valid (1) kutsutaan tdssd Waldin luottamusvéliksi
tilastotieteiliji Abraham Waldin mukaan.

Luottamusvilin leveys riippuu luottamustasosta 1 — «, m:n suuruudesta ja
otoskoosta n. Luottamustason kasvattaminen (1 — «):sta (1 — o*):iin leventda
luottamusvélid (o* < «). Talloin luottamusvéilin leveyden madradva termi suu-

renee: zj_q» o [f(1 — 7)/n)V/? > Z1_q)2[f(1 - #)/n)'/?, koska Zi_a+ /2 > Z1—a)2-

Esimerkki. Luottamusvélin leveys ja luottamustaso. Olkoon 7 = 0.5 ja n = 100.
Jos luottamustaso on 0.95, niin o = 0.05 ja z;_q/2 = 1.960. Jos luottamustaso
on 0.99, niin a = 0.01 ja z;_,/2 = 2.576. Standardinormaalijakauman 0.975.



ja 0.995. kvantiilit 1.960 ja 2.576 on laskettu R-komennoilla qnorm(0.975) ja
gnorm(0.995). Kaksisuuntaisen 95 %:n luottamusvélin rajat ovat

0.5 x0.5
0.5£1.960 oo - 0.5 £1.960 x 0.05 = 0.5 £ 0.098,

eli luottamusvali on

[0.402,0.598].

Kaksisuuntaisen 99 %:n luottamusvalin rajat ovat

0.5 +2.576 % =0.5+2.576 x 0.05 = 0.5 £ 0.1288,

jolloin luottamusvéli on
[0.371,0.629].

Luottamustason suurentaminen leventéé luottamusvélin pituuden 0.598—0.402 =
0.196:sta 0.630 — 0.371 = 0.258:aan.
Edelliset luottamusvalit selvidvét kdtevisti mosaic-paketin komennoilla:

install.packages("mosaic")

library(mosaic)

binom.test (x=50,n=100,conf.level=0.95,ci.method="Wald")
binom.test (x=50,n=100,conf.level=0.99,ci.method="Wald")

O

Luottamusvili tapaa olla sitd levedmpi, mitd lahempéna = ja siten 7 on 0.5:tta.
Asriarvoja 0 tai 1 ldhelld olevat osuudet estimoituvat tarkemmin kuin 0.5:n
tienoilla olevat. Kuva 1 havainnollistaa tuloa 7(1 — ), kun 7 € [0, 1].

Otoskoon n kasvattaminen kuristaa luottamusvélid, koska n:n suuretessa
luottamusvélin (1) nelijuuritermi pienenee. Luottamusvéli kapenee kuitenkin
hitaammin kuin n suurenee.

Esimerkki. Estimaatin 7 pysyessd samana luottamusvélin (1) leveys puolittuu,
jos m nelinkertaistuu:

(1l —7)
dn

71— 7)

n

1
1.960 x = 5x1.960 X
Vasemmalla on kaksisuuntaisen luottamusvilin puolikas, kun otoskoko on 4n.
Oikealla on 1/2:1la kerrottuna otoskoolla n patevin kaksisuuntaisen luottamus-
vélin (1) puolikas. O

On esitetty peukalosiintdji, joiden pitiessi approksimaation (1) pitéisi toimia.®

Luottamusvélin (1) peittdvyys voi olla paljon pienempi kuin 100 x (1 — «) %,
vaikka peukalosddnnon mukaan approksimaatio olisi péateva.

Esimerkki. Osuuden luottamusvilin (1) peittivyys.? Jos havaintoja on 25 ja 7
on noin 0.05, niin 95 %:n luottamusvilin (1) peittotodennikoisyys on noin 70
%. O

LEsim. “nmw > 10 ja n(1 —7) > 10, “nx(1 — w) > 10” tai “nw — 3[na(1l — 7)]*/2 > 0 ja
nr + 3[nw(1 — 7)]Y/2 < n”).
2 Agresti (2013, 604).
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Kuva 1: Todennékoisyys 7 ja tulo 7(1 — 7).

Esimerkki. Luottamusvéli, jos tapahtumia ei ole. Jos # = y/n = 0/n = 0,
luottamusvéli (1) typistyy pisteeksi [0, 0] kaikilla luottamustasoilla. Se on epé-
tyydyttavaa: Jos voitaisiin olla varmoja, ettd tapahtuman todennédkoisyys on 0,
luottamusvalia ei olisi laskettu. [

Newcombista (1998a, 868) luottamusvélid (1) ei tulisi kdyttaa tieteellisesséd tut-
kimuksessa ja sen kdytto tulisi rajata otoskoon suunnitteluun ja opetustarkoi-
tuksiin. Andersson (2023), Fagerland ym. (2017, 65), Meeker ym. (2017, 105,
108) seké Schilling ja Doi (2014) arvioivat luottamusvélid (1) samaan tapaan.

11.2 Luottamusvilien ja testien yhteys

Tarkastellaan kaksisuuntaisen testin merkitsevyystasolla « ja samasta testi-
suureesta muodostetun kaksisuuntaisen 100 x (1 — «) %:n luottamusvélin yh-
teyttd. Oletetaan yksinkertaisuuden ja konkreettisuuden vuoksi, ettd havainnot
noudattavat normaalijakaumaa N(u,o?), testataan nollahypoteesia “odotusar-
vo on p”, varianssin estimaatti on s> > 0, n > 0 on otoskoko, testisuure on
(fr — p)/(s/+/n) ja sen kriittiset arvot ovat tq/o(n —1) <0, tj_q/2(n —1) >0
ja —too(n —1) =t1_,/o(n — 1). Talléin pétee, ettd
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Ensimmaéisen rivin mukaan riippumattomissa toistokokeissa testisuureen (fi —
1)/ (s/+/n) arvo osuu todennékoisyydelld 1—c vélille (to/2(n—1),t1_q/2(n—1)).
Mikéli néin k&y, nollahypoteesi ja& voimaan. Jos testisuureen arvo sijoittuu vilin
(tas2(n —1),t1_o/2(n — 1)) ulkopuolelle, nollahypoteesi hylétédan.

Viimeisen rivin muoto on tuttu luottamusvélin lausekkeista edelld: Riippu-
mattomissa toistokokeissa vali

(/ﬁ' - tl—a/Z(n - 1)%3 ﬂ + tl—oe/Q(n - 1)\;;)
peittdd odotusarvon p todenndkoisyydelld 1 — a.

Jos testisuure sijoittuu kriittisten arvojen véliin, yhtaloketjun ensimmaéiselld
rivilla olevat epayhtalot patevit, eikd nollahypoteesia hylata. Talloin yhtaloket-
jun viimeisella rivilla olevat epayhtélot patevat eli luottamusvali peittdd p:n.
Jos nollahypoteesia, ettd odotusarvo on g ei hylatd, testin merkitsevyystasoa
100 x o« %:a vastaava 100 x (1 — ) %:n luottamusvéli peittdd p:n.

Jos testisuure ei sijoitu kriittisten arvojen véliin, yhtdloketjun yll4 ensim-
maiselld rivilld olevat epayhtalot eivit pade. Nollahypoteesi hyldtdan. Talloin
myo6skaan yhtéloketjun viimeiselld rivilla olevat epayhtélot eivit ole voimassa
eli luottamusvéli ei peitd u:ta. Jos nollahypoteesi “odotusarvo on p” hylataan,
testin merkitsevyystasoa vastaava luottamusvéli ei peitd p:téa.

11.3 Wilsonin luottamusvali osuudelle

Waldin luottamusvélisséd todenndkoisyydelle tai osuudelle (7) Bernoulli-satun-
naismuuttujan varianssi 7(1 —7) estimoidaan (7/(1 — 7)). Wilsonin menetelmé
muodostaa luottamusvéli osuudelle perustuu luottamusvélien ja testien duali-
teettiin ja valttda varianssin estimoinnin.
Skooritestisuure R
T — T
mo(l — mo)/n

testaa nollahypoteesia m = 7y (7o € (0,1)). YIIA # = y/n on estimoitu toden-
nékoisyys, y on tapahtumien ja n havaintojen lukumééra, my on oletettu arvo
todennéikoisyydelle, o on testin merkitsevyystaso (esim. 0.05) ja nimittajéssa
on nollahypoteesin mukainen varianssi. Keskeisen raja-arvolauseen perusteella
testisuure noudattaa suurilla havaintomaérilld standardinormaalijakaumaa.

100 x (1 — ) %:n skooriluottamusvéli koostuu niistd 7:n arvoista, jotka eivét
tule hyldtyksi merkitsevyystasolla « skooritestilld (vrt. jakso 11.2). Sen ala- ja
ylarajat ovat




Edwin Wilson julkaisi tdméan luottamusvélin 1927.
Johdetaan Wilsonin luottamusvali. Nelioidaén skooritestisuureen ja sen asymp-
toottiset kriittiset arvot £z, sitova yhtalo
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Laventamalla osaméérd ylli n/[2(n + 22 /2)]:lla ja jarjestelemalla saadaan luot-
tamusvélin ala- ja ylarajat:
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Juurten kaavasta ndhdéén, etta skooriluottamusvalin keskipiste on painotet-
tu keskiarvo 7:sta ja 1/2:sta:
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Painot summautuvat yhdeksi:

n Zap Mtz 1
n—i—zi/2 n—l—zi/Q n—l—zi/Q ’

Wilsonin luottamusvéilin keskipiste on (ldhes) aina lahempénd 1/2:ta kuin
Waldin luottamusvélin keskipiste SU-estimaattori #. (Jos # = 1/2, niin luot-
tamusvélien keskipisteet ovat samat.) Luottamusvélin keskipiste menee kohti
7:a n:n kasvaessa kohti ddretontéd. Koska 7 on SU-estimaattori ja siten tarken-
tuva, luottamusvélin keskipiste lahestyy m:td. Luottamusvélin ala- ja ylarajat
maaraavat termit
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menevat kohti nollaa n:n suuretessa. Luottamusvalin ala- ja ylarajat ldhenevat
siten 7:a ja m:t4 n:n suuretessa.

Agresti ja Coull (1998) ehdottavat, ettd edelld osoitettua tapaa laskea luot-
tamusvali kutsuttaisiin Wilsonin menetelméksi. Heiddn mukaansa (mts. 120)
sitd voidaan suositella kéytettdviksi ldhes kaikilla otoskoilla ja 7:n arvoilla.
Newcombe (1998) arvioi, ettd Wilsonin menetelmé on ainoa helppolaskuinen
todennikoisyyden ja suhteellisen osuuden luottamusvili, joka toimii.?

3E.B. Wilson (1927): Probable Inference, the Law of Succession, and Statistical Inference.
Journal of the American Statistical Association, 22, 209-212. A. Agresti ja B.A. Coull (1998):
Approximate Is Better than “Exact” for Interval Estimation of Binomial Proportions. Ame-
rican Statistician, 52, 119-126. R.G. Newcombe (1998): Two-Sided Confidence Intervals for
the Single Proportion: Comparison of Seven Methods. Statistics in Medicine, 17, 857-872.



Esimerkki. Betonirakenteinen Morandi-silta Genovassa Italiassa romahti 14.8.2018.
Thmisié kuoli 43 ja loukkaantui 16. Sillan kunnosta ei oltu huolehdittu riittavas-
ti.4

Liikenneviraston tiedote 12.12.2016:5

Liikennevirasto selvittdd betonin lujuusongelmia tekemélld pistokokeita ympéri
Suomen. Liikennevirasto kidy pistokokeina lapi vuosina 2011-2016 valmistunei-
den tiesiltojen lujuuksia ja ilmamé&éaria. Pistokokeiden kohteena olevat sillat ovat
valittu satunnaisotannalla, eik& niihin kohdistu erityisia epdilyji ongelmista.

Yle Uutiset 2.1.2017:6

Liikennevirasto — — tutki pistokokein 18 siltaa. Ne on rakennettu vuosina 2011-
2016. Pistokokeet paljastivat lujuuspuutteita kuudesta sillasta eri puolilta Suo-
mea.

Lasketaan R:1& 95 %:n (kaksisuuntaiset) Waldin ja Wilsonin luottamusvélit
2011-2016 rakennettujen lujuuspuutteisten siltojen osuudelle Suomessa. Waldin
luottamusvali ei ole luotettava néin pienilla havaintomaérilld, joten se lasketaan
vain vertailun vuoksi.

Luottamusvélien lasku R:ll4:

n <- 18; p <- 6/n; q <- 1-p

p-1.959964*sqrt (p*q/n) # qnorm(0.975) palauttaa 1.959964

## [1] 0.1155596

p+1.959964*sqrt (p*q/n)

## [1] 0.5511071.

# Wilsonin luottamusvdli saadaan Mosaic-paketin binom.test()-késkyll&:
install.packages("mosaic") # vain pakettia 1. kertaa kéytettdssa

library(mosaic)
binom.test(x=6,n=18, ci.method = "Wilson", conf.level = 0.95)
#i# Exact binomial test (Score CI without continuity correction)

## data: 6 out of 18

## number of successes = 6, number of trials = 18, p-value = 0.2379

## alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
## 95 percent confidence interval:

## 0.1627877 0.5625053

Wilsonin luottamusvéli on (0.16,0.56). Véli on melko leved, koska havaintoja on
vahdn., Waldin luottamusvéli (0.12,0.55) on vield leveAmpi. Erityisesti alarajat
eroavat. Wilsonin luottamusvali on luotettavampi. Sen mukaan lujuuspuutteita
voi olla useammassa kuin joka toisessa betonisillassa. [

4https://en.wikipedia.org/wiki/Ponte_Morandi (luettu 7.2.2024).

5https ://vayla.fi/-/liikennevirasto-tarkistaa-pistokokeena-siltoja-ympari-suo
men (haettu 1.2.2021).

Shttps://yle.fi/uutiset/3-9382999 (haettu 15.4.2020).



