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Kurssin jarjestelyt

Luennot ma ja pe klo 10-12.

e Luennoitsija: yliopistonlehtori Pekka Pere
Vastaanotto sopimuksen mukaan.

Harjoitukset viikoittain 2 x 2h +
STACK-tehtavat.

e P3iiassistentti: Markus Hirvensalo
markus.hirvensalo®@aalto.fi

® Muista ilmoittautua kurssille.

e Kdy omassa ryhmassasi, ellet ole
sopinut toisin.

® Harjoitusten kdytannon kysymyksista kysy
omalta assistentiltasi tai padassistentilta.

https://mycourses.aalto.fi/course/view.php?id=409838


markus.hirvensalo@aalto.fi
https://mycourses.aalto.fi/course/view.php?id=409838

Suorittaminen

Kaksi vaihtoehtoa:

(a)
(b)

Tentti 60% + harjoitukset 40%
Tentti 100%.

Yhteispisteet (a) lasketaan eli harjoituspisteet huomioidaan
vain, jos saa tentissa vahintdan 40 % tenttipisteista.

Jokaiselle 40 % tenttipisteistd saaneista lasketaan arvosana
molemmilla tavoilla ja valitaan parempi. Tata ei tarvitse
erikseen pyytda eika valita.

Kummassakin tavassa 50% pisteista riittad kurssin lapaisyyn.
p paisyy

Harjoituspisteet ovat voimassa kurssitentissd ja seuraavassa
tentissa (uusintatenteistd ks. Sisu).



Oppimateriaalit

Luentomoniste sidhkdisend (saattaa paivittyd kurssin aikana):
http://math.aalto.fi/~1leskela/LectureNotes003.html

Oheiskirja sihkéisend (Aallon verkosta):
http://www.sciencedirect.com.libproxy.aalto.fi/science/book/9780123948113

Www-sivut:
https://mycourses.aalto.fi/course/view.php?id=409838


http://math.aalto.fi/~lleskela/LectureNotes003.html
http://www.sciencedirect.com.libproxy.aalto.fi/science/book/9780123948113
https://mycourses.aalto.fi/course/view.php?id=409838

Osaamistavoitteet

Kurssin suorittanut

osaa laskea yhdistelm&dtapahtumien todennakdisyyksia
hyodyntamalld joukko-opin operaatioita.

tuntee tarkeimmat diskreetit ja jatkuvat todenndkdisyysjakaumat
sekd tunnistaa tilanteita, joita niilld voi mallintaa.

osaa yhteisjakauman perusteella laskea satunnaisvektorin
tunnuslukuja sekd tunnistaa, milloin kaksi satunnaismuuttujaa ovat
stokastisesti riippumattomat.

tuntee menetelmia tilastollisten mallien parametrien estimoimiseen.
osaa laskea posteriorijakaumia ja tehda niista paatelmia.

osaa selittdd, millaisia johtopaatoksia voi ja ei voi tehdd valittuun
tilastolliseen testiasetelmaan liittyvdn p-arvon pohjalta.



Tyomaara

¢ Osallistuminen luennoille 22 h (4 h/viikko).
® Osallistuminen harjoituksiin 24 h (4 h/viikko).
e Viikottainen itsendinen opiskelu 3672 h (6-12 h/viikko).

® QOsallistuminen ja valmistautuminen kokeisiin 4—40 h.

Yhteensd 88-160 h ~ 5 op.

Itsendinen opiskelu on matematiikassa olennaista. Siis:
® |uentomonisteen lukemista ajatuksen kanssa
® tehtdvien ahkeraa tekemista
® my0s tehtadvien ratkaisuihin tutustumista

® kysymysten esittdmistd opettajille.



Luentorunko

L1A Todenndkoisyyden kasite ja laskusdaannot
L1B Satunnaismuuttujat ja jakaumat

L2A Odotusarvo ja muunnokset
L2B Keskihajonta ja korrelaatio

L3A Satunnaismuuttujien summa ja keskiarvo
L3B Tilastolliset datajoukot

L4A Parametrien estimointi

L4B Tilastolliset luottamusvalit

L5A Bayesladinen tilastollinen paattely
L5B Lisdaa Bayes-paattelysta

L6A Tilastollisen merkitsevyyden testaaminen
L6B Kertaus ja yhteenveto



Mita kurssin jalkeen?



A” Probability and Statistics Courses
2019-2020

= and network statisics
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Sisalto

Johdanto



Tilastotiede ja stokastiikka

Tilastotiede on tieteenala, jonka tavoitteena on | )\M
kehittdd menetelmia valistuneiden arvausten ja g
paatosten tekemiseen puutteellisen ja epdvarman

datan pohjalta.

Stokastiikka on sattuman ja todenn&kdisyyden
lakeihin ja malleihin keskittynyt matematiikan
osa-alue.

Laskennan ja visualisoinnin tietokonealgoritmit riittdvat yksittdisen
datajoukon ominaisuuksien tutkimiseen.

Stokastiikan matemaattiset mallit ovat valttdmattomia silloin, kun
havaitun datan pohjalta halutaan laatia ennusteita ja yleistyksia
laajempaan kontekstiin.



Todennakoisyyden kasite

Todenndkoisyys on tapa kvantifioida uskottavuuksia:

e Kolikkoa heittam3alld saadaan kruuna
todennakoisyydella %

® Ensi ma Otaniemessi sataa todennakoisyydelld

® 14% (limatieteen laitos)
® 19% (Foreca)

Todenndkoisyyden tulkintoja:
¢ Objektiivinen / Frekvenssi (pitkdn aikavalin esiintymistiheys)

® Subjektiivinen (uskottavuus tietyn toimijan nakokulmasta)

Todenndkoisyyden matemaattiset lait ovat samat tulkinnasta
riippumatta, ja tulkinnoilla on muutenkin paljon yhteista.

http://www.stat.berkeley.edu/~aldous/Real-World/100.html


http://www.stat.berkeley.edu/~aldous/Real-World/100.html

Sisalto

Satunnaisilmién tapahtumat



Satunnaisilmio

Satunnaisilmié on ilmid, jonka toteumaa ei varmuudella tunneta
® Perusjoukko S sisdltdad satunnaisilmion kaikki toteumat
® Toteuma = perusjoukon alkio s € §

® Tapahtuma = perusjoukon osajoukko A C S

Tulkinta
® Tapahtuma A toteutuu, kun satunnaisilmion toteuma s € A
® Tdaysi osajoukko S on varma tapahtuma

® Tyhji osajoukko () on mahdoton tapahtuma



Esim. Noppa

® Toteuma i = nopanheiton tulos @
® Perusjoukko S ={1,2,...,6}
® Tapahtumia ovat S:n osajoukot, esim.

® A = “tulos on parillinen” = {2,4,6}.
® B = "“tulos on suurempi kuin nelja”" = {5,6}.



Esim. Kaksi nopanheittoa

® Toteuma on lukupari (i,/), jossa i on
ensimmaisen ja j toisen heiton tulos

® Perusjoukko on @
5:{ ?17 72)7(173 77777 176)7 ’

(1,1),(2 ) (1,4),(1,5), (
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6), @
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4), (4,5), (4,6), ’
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4). (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

Tapahtumia ovat esim.
® A = "“tulokset ovat samat”
={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}.
® B = "“ensimmaisen heiton tulos on 1"

={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6)}.



Esim. Huomisen sadem&ara Otaniemessa (mm)

J——

14

® Toteumat ovat reaalilukuja x > 0.
¢ Perusjoukko S = [0, c0).

Tapahtumia ovat esim.
¢ A = "huomenna sataa yli 10 mm"” = (10, c0)

® B = "huomenna ei sada” = {0}



Tapahtumien yhdisteleminen

Perusjoukon tapahtumista voidaan muodostaa uusia tapahtumia
loogisin paattelysdanndin:

® "A ja B toteutuvat”

® "A tai B toteutuu”

® " A ei toteudu”

® "B toteutuu mutta A ei”

Todennakoisyyslaskentaa varten tapahtumat tulee ilmaista
joukko-opin kielella.



Tapahtumien leikkaus

Tapahtuma " A ja B toteutuvat”
sisaltdad ne toteumat, jotka kuuluvat
sekd joukkoon A ettd joukkoon B:

ANB={seS:se€Ajase B}

Esim (Noppa)
e A ="Silmiluku on > 3" = {4,5,6}
® B ="Silmiluku on parillinen” = {2,4,6}
o AN B ="Silmiluku on > 3 ja parillinen” = {4, 6}



Tapahtumien yhdiste

Tapahtuma " A tai B toteutuu” sisaltda
ne toteumat, jotka kuuluvat joukkoon A
tai joukkoon B:

AUB={seS:sec Ataise B}

Esim (Noppa)

e A ="Silmiluku on > 3" = {4,5,6}

¢ B ="Silmaluku on parillinen” = {2,4,6}

e AU B ="Silmiluku on > 3 tai parillinen” = {2,4,5,6}
Huom. Matematiikassa ja logiikassa “tai” ymmarretdan yleensa

inklusiivisena, eli se sallii myds molempien vaihtoehtojen
toteutumisen.



Tapahtuman vastakohta (komplementti)

Tapahtuma " A ei toteudu” sisaltda ne
toteumat, jotka eivat kuulu
joukkoon A:

A={seS:s¢ A}

Esim (Noppa)
¢ A ="Silmiluku on suurempi kuin 3" = {4,5,6}

e AS ="Silméluku ei ole suurempi kuin 3"
= "Silmaluku on korkeintaan 3" = {1,2,3}

Huom. Tarkkana epayhtaloiden kanssa. Tapahtuman “suurempi
kuin 3" vastakohta ei ole “pienempi kuin 3" vaan “enintdin 3".



Tapahtumien erotus

Tapahtuma " B toteutuu mutta A ei"”
sisaltdad ne toteumat, jotka kuuluvat
joukkoon B mutta eivat joukkoon A:

B\A={seS:seBjas¢A}

Esim (Noppa)
¢ A ="Silmiluku on > 3" = {4,5,6}
¢ B ="Silmaluku on parillinen” = {2,4,6}
® B\ A="Silmiluku on parillinen ja < 3" = {2}



Poissulkevat tapahtumat

Kaksi tapahtumaa A ja B poissulkevat toisensa (eli ovat erilliset),
jos vain toinen niistd voi toteutua, eli

ANB=10.

Monta tapahtumaa Aj, Ay, ... poissulkevat toisensa, jos vain yksi
niista voi toteutua, eli

AiNA;j=0 ainakuni#j.

Esim (Nopanheitto)
e A={1,2} ja B ={3,4} poissulkevat toisensa.
e A={1,2,3} ja B=1{2,4,6} eivat poissulje toisiaan.
e A={1,2}, B={3,4} ja C = {5,6} poissulkevat toisensa.



Tapahtumien yhdisteleminen — Yhteenveto

Termi Merkintd  Maaritelma Venn-kaavio  Tulkinta
Perusjoukko S {xeS:xeS} - Varma tapahtuma
Osajoukko A {xeS:xe A} i) A toteutuu

Osajoukko B {x€eS:xeB} @ B toteutuu

Leikkaus ANB {xeS:xeAjaxe B} @ A ja B toteutuvat
Yhdiste AUB {x€S:x€Ataix € B} ‘ A tai B toteutuu
Erotus A\ B {xeS:xecAjax¢&B} (D A toteutuu mutta B ei
Erotus B\ A {xeS:xeBjax¢gA} @) B toteutuu mutta A ei
Komplementti A {xeS:x¢gA} m A ei toteudu
Komplementti B< {xeS:x¢gB} B ei toteudu

Tyhja joukko 0 {xeS:x¢g5S} @ Mahdoton tapahtuma




Sisalto

Todenndkoisyyden laskusaannot



Todennakoisyyden aksioomat

Todenndkdisyysjakauma eli todenndkdisyysmitta perusjoukolla S
on kuvaus, joka liittdd jokaiseen tapahtumaan A C S luvun P(A),
Ja toteuttaa:

(i) Varman tapahtuman S todennikdisyys on P(S) = 1.

(ii) Jokaiselle tapahtumalle A patee 0 < P(A) < 1.

(iii) Mille tahansa aarelliselle tai darettémalle (numeroituvalle)
jonolle toisensa poissulkevia tapahtumia Az, Ay, ... patee

P(ALUAU--+) = P(A1) +P(A2) + -

N3itd ominaisuuksia kutsutaan aksioomiksi, koska niistd voidaan
johtaa muut todennikdisyyden laskusdaannot.



Todennakoisyyden perussaannot
® Yleinen summasaanto:
P(AUB) = P(A)+P(B) —P(AN B).
® Poissulkevien summasaanto:
P(AUB) =P(A) +P(B), kun AnB=1{.
® Vastakohdan ja erotuksen todennakdisyys:

P(AS) = 1 — P(A),
P(B\ A) = P(B) — P(AN B).

® Monotonisuus:
P(A) <PP(B), kun AC B.

Nama sdannot voidaan johtaa todenndkoisyyden aksioomista.



Sisalto

Ehdollinen todennakaoisyys



Ehdollinen todennakaisyys

Tapahtuman B ehdollinen todennikdisyys tapahtuman A
toteutuessa maaritelladn kaavalla

P(B N A)

P(BIA) = ~ gy

kun P(A) # 0.

® |uetaan “B:n todennidkdisyys ehdolla A”

Tarkoittaa B:n todennakdisyyttd siind tapauksessa, ettd A
toteutuu. Jos A ei toteudu, B:ll3 voi silloin olla eri
todennakaisyys.

® Huomaa, ettd toisiaan muistuttavat merkinniat P(AN B),
P(A|B) ja P(B|A) tarkoittavat aivan eri asioita!

Mikdli P(A) = 0, jatetdan P(B|A) madrittelematta.



Yleinen tulosaanto

Ehdollisen todenndkdisyyden maaritelmasta voidaan johtaa:

Laskusaanto
Aina kun P(A) # 0, patee yleinen tulosdanto

P(AN B) = P(A)P(B|A).

Tulkinta

Yhteistapahtuman “A ja B toteutuvat” todennikéisyys saadaan
kertomalla tapahtuman A todennidkoisyys tapahtuman B
ehdollisella todennikoisyydelld A:n sattuessa.



Monen tapahtuman tulosdanto

Laskusaanto
Aina kun P(A; N --- N Ak_1) # 0, patee yleinen tulosiantd

P(A1 M-+ N Ay)
= ]P)(Al)IP)(AQ‘Al)P(AﬂAl N A2) .- -]P)(Ak|A1 N---N Ak—l)-

Tulkinta
Yhteistapahtuman " jokainen tapahtumista Ay, ..., Ak sattuu”
todennakdisyys saadaan kertomalla keskendan:

® A;:n todennikdisyys,

As:n ehdollinen tn tapahtuman A; sattuessa,

As:n ehdollinen tn tapahtumien A; ja Ap sattuessa,

Aj:n ehdollinen tn tapahtumien A;, Ao, ..., Ax_1 sattuessa.



Tulosaanto — Esimerkki

Nostetaan korttipakasta palauttamatta 3 korttia. Milla
s | L : A Se @
todennadkoisyydelld kaikki ovat patoja? okl *
vy (¢
® A; ="i:s kortti on pata”
XY

°* A=A NANA;3
Tapa 1. Yleisen tulosdanndn perusteella

13 12 11
P(A) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|AL N Az) = 5 5] 50~ 0.013.

Tapa 2. Vaihtoehtoinen kombinatorinen tapa:
® S = "kolmen kortin jarjestimattomat osajoukot”, #S = (532)
® Tapahtuman A toteumat vastaavat kolmen kortin osajoukkoja
patojen joukosta. Naitd on #A = (%) kpl.

® Symmetrian nojalla satunnaisilmio on tasajakautunut, joten
C#A (D) 131211

P(A)= T2 =230 — 20~ 0,013,
W= %5~ () ~ 525150 003



Stokastinen riippuvuus ja riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomat, jos
P(AN B) =P(A)P(B).
Kokoelma tapahtumia {A;,7 € I} on riippumaton, jos
P(A, N---NA,) = P(A;) - P(A})

kaikilla i1, ip, ..., 0k € I.
Esim
Tilanteita, joissa riippumattomuus on intuitiivisesti selvaa:
® Perittiiset kolikonheitot, kunhan kolikkoa heitet3an riittavan
korkealle.
e QOtanta palauttaen: nostetaan korista arpalippuja niin, etta

nostettu lippu palautetaan koriin ja sen jalkeen kori
sekoitetaan hyvin.



Riippumattomuus ja ehdollinen todennakaisyys

Fakta
Kun P(A) # 0 ja P(B) # 0, ovat seuraavat yhtapitdvat:

® A ja B ovat riippumattomat.
e P(A|B) =P(A).
e P(B|A) =P(B).

Tulkinta
Jos P(A|B) # P(A), niin informaatio B:n toteutumisesta vaikuttaa
A:n todenn&kaisyyteen (joko suurentavasti tai pienentdvasti).



Esimerkki: Korttipakka

Nostetaan pakasta satunnainen kortti.

A e e
_n . " LA
e A = "kortti on pata X, (o
® B = "kortti on dssi . ‘é
Ovatko A ja B riippuvat vai riippumattomat?

Tarkastetaan laskemalla, pateekd P(AN B) = P(A)P(B).
° P(A) 13 _ 1

e P(B)=4& =4.
e P(AN B) = P("kortti on pataidssid”) = 5%

Koska P(AN B) = P(A)P(B), ovat A ja B toisistaan
riippumattomat.



Osituskaava

Perusjoukon S ositus on kokoelma
toisensa poissulkevia tapahtumia
Bi, ..., B,, joiden yhdiste on S.

(Samoin voidaan mairitelld mink3 tahansa joukon

ositus.)
Laskusaanto
Jos By, ..., B, muodostavat perusjoukon osituksen ja P(B;) # 0

kaikilla i, niin

ZIP’ P(A|B;).



Todistus.

Tapahtumat C; = AN B;
poissulkevat toisensa ja niiden
yhdiste on A.

Poissulkevien summasaannosta ja yleisesta tulosdadannosta
P(AN B;j) = P(B;)P(A|B;) seuraa

=P (LHJ C,) = iP(CI) = i]P’(Aﬂ Bf)
i=1 i=1 i
_ZIP P(A|B)).



Esim. Harvinainen tauti

Er3sta tautia esiintyy véestdssd suhteessa 1/10000. Taudin toteamiseen
on testi, joka tuottaa vaaria positiivisia ja vaarid negatiivisia tn:l13 1%.
Milla tn satunnaisen henkilon testitulos on positiivinen?

H_ = "henkil6 ei sairasta tautia” T_ = "testi on negatiivinen”
H. = "henkild sairastaa tautia” T, = 'testi on positiivinen”

Osituskaava = P(T,) = P(H_)P(T. | H_)+P(H,)P(T, | Hy)
= 0.9999 - 0.01 -+ 0.0001 - 0.99

= 0.010098.

0.99




Bayesin kaava

Kun tunnetaan P(A|B) sekd P(A) # 0 ja P(B) # 0, voidaanko miarittas
kddnteinen ehdollinen todennikoisyys P(B|A)?

Laskusdanto (Bayesin kaava)

_ P(A[B)P(B)
P(B|A) = W
Todistus.
Ehdollisen todenndkdisyyden maaritelmasta
_P(AnB) P(ANnB)P(B) P(B)
FEA="5a) = Tae) pa) PRy



Esim. Harvinainen tauti

Erasti tautia esiintyy viestdssa suhteessa 1/10000. Taudin toteamiseen
on testi, joka tuottaa vaaria positiivisia ja vaaria negatiivisia tn:l13 1%.
Milla tn positiivisen testituloksen saanut henkil6 sairastaa tautia?

H_ = "henkild ei sairasta tautia” T_ = "testi on negatiivinen”
H, = "henkil6 sairastaa tautia” T, = ‘testi on positiivinen”

Aiemmin laskettiin P(T;) = 0.010098. Bayesin kaava —>

P(H)P(T4 | Hy) _ 0.0001 - 0.99 ~ 0.0098.

P(H | Ty) =
SEAREY P(T,) 0.010098

Onko tassa jotain outoa?

Esiintyvyysharha:
e Kaikista testituloksista 99% on oikeita

® Positiivisista testituloksista yli 99% on vaari3



Esimerkki: Tehtaan laadunvalvonta

Samaa tuotetta valmistetaan kahdella tuotantolinjalla. Valmiit tuotteet
sekoitetaan ja pakataan laatikoihin.

® Linjalta 1 valmistuu 3 tuotetta/min, joista 2% on viallisia.

® Linjalta 2 valmistuu 5 tuotetta/min, joista 9% on viallisia.

Tarkastetaan satunnaisesta laatikosta satunnaisesti valittu tuote.
® Milld todenndkdisyydella tarkastettava tuote on linjalta 17

e Milld todennikoisyydella vialliseksi havaittu tuote on linjalta 17



Esimerkki: Tehtaan laadunvalvonta — Ratkaisu
® Linjalta 1 valmistuu 3 tuotetta/min, joista 2% on viallisia.
® Linjalta 2 valmistuu 5 tuotetta/min, joista 9% on viallisia.
Tunnetut todennakdisyydet:
® [; ="Tuote on linjalta 1', P(L;) = 3/8
® [, = "Tuote on linjalta 2", P(L;) =5/8
e V ="Tuote on viallinen”, P(V|L;) = 0.02, P(V|L,) = 0.09

Tapahtumat Ly ja L, muodostavat perusjoukon osituksen, joten
osituskaavalla

P(V) = P(V|L)P(Ly) + P(V | L)P(Ly)

3 5
= 0.02 x 3 -+ 0.09 x 3 = 6.375%,

ja Bayesin kaavalla

P(V|L)P(L;)  0.02 x 3/8

— ~ 11.8%.
P(V) 0.06375 8%

P(Li|V) =




Esimerkki: Tehtaan laadunvalvonta — Yhteenveto

Samaa tuotetta valmistetaan kahdella tuotantolinjalla. Valmiit tuotteet
sekoitetaan ja pakataan laatikoihin.

® Linjalta 1 valmistuu 3 tuotetta/min, joista 2% on viallisia.

® Linjalta 2 valmistuu 5 tuotetta/min, joista 9% on viallisia.

Tarkastettavan tuotteen alkuperan prioritodenndkéisyydet ovat:
® Tuote on linjalta 1 tn:ll3 3/8 = 37.5 %
® Tuote on linjalta 2 tn:l13 5/8 = 62.5 %

Tarkastettavan tuotteen alkuperdn posterioritodennakdisyydet
(sen jalkeen kun tuote on havaittu vialliseksi) ovat:

® Tuote on linjalta 1 tn:lld ~ 11.8%

® Tuote on linjalta 2 tn:lld = 88.2%



Todennakoisyyden laskusaannot — Yhteenveto

Summasiantd

P(AUB) = P(A)+P(B) —P(ANB)
= P(A)+P(B) (jos A ja B poissulkevat toisensa)

Tulosdanto

P(AN B) = P(A)P(B|A)
= P(A)P(B) (jos A ja B riippumattomat)

Osituskaava
Z]P’ )P(A|B;)  (jos Bj:t muodostavat osituksen)
Bayesin kaava

P(B|A) = P(AILE(ZE;(B )



Sisalto

Todenndkoisyys ja kombinatoriikka



Todennakoisyys ja kombinatoriikka

Jos darellisessa perusjoukossa S on n eri toteumaa ja ne ovat yhtd
todenndkaiset, niin kunkin toteuman todenndkdisyys on 1/n.
Jos sitten tapahtumaan A kuuluu k toteumaa, niin summasaanndn
mukaisesti

k  #A tapahtuman A toteumien |km

PA) = — = — =
(4) n #S kaikkien toteumien lkm

Tallaisessa symmetrisessa tapauksessa todennakdisyyslaskenta on
periaatteessa hyvin helppoa, mutta ...

® Suuria lukumaaria on vaikea laskea yksitellen (“count”).
¢ Usein lukum&dria voi laskea (“calculate™) tehokkailla kaavoilla.

® QOlennaista on ymmartaa, ettd molemmilla tavoilla tulee
periaatteessa sama tulos.

e Kombinatoriikka on tamantyyppisiin ongelmiin keskittynyt
matematiikan osa-alue. Aina ei kylld ole helppoja kaavojakaan.



Kombinatoriikkakaan ei ole aina helppoa

Esim (Vaikea kombinatorinen ongelma)

Mills todennikaisyydelld 108 askeleen itsedan
valttava satunnaiskulku paattyy etdisyydelle
106 I5htopisteestaan?




Kombinatoriikan perusperiaatteita

Vaiheittain eteneminen ja summaperiaate.
® Tutki, milla eri tavoilla prosessin 1. vaihe voi toteutua.

e Kussakin tapauksessa tutki erikseen, miten prosessi voi jatkua.
Huomioi: vaikuttaako 1. vaiheessa tehty valinta toiseen
vaiheeseen vai ei (esim. sulkemalla pois joitakin vaihtoehtoja)?

® Lopuksi laske vaihtoehdot yhteen (summaperiaate).

Tuloperiaate. Jos ensimmaisessd vaiheessa on n vaihtoehtoa, ja
jokainen niistd johtaa toisessa vaiheessa m vaihtoehtoon, niin
lopputuloksiaon m+m+ ...+ m=n-m.



Kombinatoriikan perusongelmia

® |istojen eli jarjestettyjen jonojen lukumaaran laskeminen
(annetuista alkioista)

® kun alkion toistaminen sallitaan
® kun alkion toistamista ei sallita
® Jarjestysten laskeminen (annetusta listasta)

® Osajoukkojen lukum&arin laskeminen (alkion toistamista ei
sallita ja eri jarjestyksia pidetadn samoina)

Nama kaikki voidaan jarkeilld tuloperiaatteen avulla. Tuloksena on
hyvin tunnettuja kaavoja kuten potenssi, laskeva tulo, kertoma ja
binomikerroin.

Opettele sekd kaavat (perustilanteisiin) etté taustalla oleva
periaate (vaikeampiin tilanteisiin).



Listojen lukuma&ara (toistojen kanssa)

Montako PIN-koodia voidaan numeroista {0,1,2,...,9}
muodostaa?

Muodostetaan kaikki PIN-koodit neljdssad vaiheessa:
1. Valitaan ensimmadinen PIN-koodin numero: 10 tapaa
2. Valitaan seuraava PIN-koodin numero: 10 tapaa
3. Valitaan seuraava PIN-koodin numero: 10 tapaa
4. Valitaan seuraava PIN-koodin numero: 10 tapaa
—> Yhteensi 10* = 10000 tapaa

0000, 0001, 0002, 0003, 0004, 0005, 0006, 0007, 0008, 0009, 0010, 0011, 0012, 0013, 0014, 0015, 0016, 0017
0018, 0019, 0020, 0021, 0022, 0023, 0024, 0025, 0026, 0027, 0028, 0029, 0030, 0031, 0032, 0033, 0034, 0035
0036, 0037, 0038, 0039, 0040, 0041, 0042, 0043, 0044, 0045, 0046, 0047, 0048, 0049, 0050, 0051, 0052, 0053
0054, 0055, 0056, 0057, 0058, 0059, 0060, 0061, 0062, 0063, 0064, 0065, 0066, 0067, 0068, 0069, 0070, 0071,
0072, 0073, 0074, 0075, 0076, 0077, 0078, 0079, 0080, 0081, 0082, 0083, 0084, 0085, 0086, 0087, 0088, 0089
0090, 0091, 0092, 0093, 0094, 0095, 0096, 0097, 0098, 0099, 0100, 0101, 0102, 0103, 0104, 0105, 0106, 0107
0108, 0109, 0110, 0111, 0112, 0113, 0114, 0115, 0116, 0117, 0118, 0119, 0120, 0121, 0122, 0123, 0124, 0125
0126, 0127, 0128, 0129, 0130, 0131, 0132, 0133, 0134, 0135, 0136, 0137, 0138, 0139, 0140, 0141, 0142, 0143
0144, 0145, 0146, 0147, 0148, 0149, 0150, 0151, 0152, 0153, 0154, 0155, 0156, 0157, 0158, 0159, 0160, 0161,
0162, 0163, 0164, 0165, 0166, 0167, 0168, 0169, 0170, 0171, 0172, 0173, 0174, 0175, 0176, 0177, 0178, 0179
0180, 0181, 0182, 0183, 0184, 0185, 0186, 0187, 0188, 0189, 0190, 0191, 0192, 0193, 0194, 0195, 0196, 0197

..., 9983, 9984, 9985, 9986, 9987, 9988, 9989, 9990, 9991, 9992, 9993, 9994, 9995, 9996, 9997, 9998, 9999



Listojen lukuma&éara (ilman toistoja)

Monellako tapaa on mahdollista jakaa mitalisijat SM-liigassa pelaavien 15
joukkueen (HPK, IFK, ILV, JUK, JYP, KAL, KAR, KOO, LUK, PEL, SAl, SPO,
TAP, TPS, ASS) kesken?

Muodostetaan kaikki mitalisijakombinaatiot kolmessa vaiheessa:
1. Valitaan sijalle 1 jokin joukkue: 15 tapaa
2. Valitaan sijalle 2 jokin vield sijoittamaton joukkue: 14 tapaa
3. Valitaan sijalle 3 jokin vield sijoittamaton joukkue: 13 tapaa

—> Yhteensd 15 x 14 x 13 = 2730 tapaa

(HPKIFK.ILV), (HPKIFK JUK), (HPKIFK JYP), (HPK.IFK KAL) (HPK IFK.KAR) (HPKIFK KOO), (HPKIFK LUK),
(HPK IFK PEL) (HPK IFK SAI). (HPK IFK SPO), (HPK IFK TAP) (HPK IFKTPS), (HPK IFK ASS) (HPK ILV.IFK)
(HPK LV, JUK), (HPKILV JYP), (HPKILV.KAL). (HPK LV KAR) (HPK,ILV,KOO), (HPKILV.LUK), (HPK ILV.PEL),
(HPK,ILV.SAI). (HPK ILV.5PO), (HPKILV.TAP) (HPK LV, TPS), (HPK LV ASS), (HPK JUK IFK), (HPK JUKILV).
(HPK JUK,JYP) (HPK JUK KAL), (HPK JUK KAR), (HPK JUK KOO) (HPK JUK,LUK) (HPK JUK PEL) (HPK JUK SAI)
(HPK.JUK.5PO), (HPK JUK. TAP), (HPK JUK.TPS) (HPK JUK ASS), (HPKJYPIFK), (HPKIYPILY), (HPK JYP.JUK),
(HPK JYP.KAL), (HPK,JYP,KAR) (HPK JYP.KOO), (HPK JYP.LUK) (HPK JYP,PEL) (HPK JYP.SAI) (HPK JYP.SPO),
(HPKJYP.TAP), (HPK JYP.TPS) (HPK JYP.ASS), (HPKKALIFK) (HPKKALILV), (HPKKALJUK), (HPK KALJYP)
(HPK KAL KAR) (HPK KALKOO), (HPK KAL LUK) (HPK KAL PEL) (HPK KAL SAI). (HPK KAL SPO), (HPK KAL TAP),
(HPK KAL TPS). (HPK KAL ASS), (HPK KAR IFK), (HPK KAR ILV). (HPK KAR JUK) (HPK KAR,JYP), (HPK KAR KAL),
(HPK.KAR KOO) (HPKKAR,LUK). (HPK KAR PEL), (HPKKARSAI). (HPK KAR SPO), (HPK KAR TAP), (HPK KAR.TPS)
(HPK KAR ASS) (HPK KOO IFK), (HPK KOO ILV) (HPK KOO, JUK) (HPK KOO JYP). (HPK KOO KAL), (HPK KOO, KAR),
(HPKKOO,LUK) (HPKKOO,PEL) (HPK KOO.AI), (HPK KOO SPO) (HPK KOO, TAP), (HPKKOO,TPS) (HPK KOO.ASS),
(HPK.LUK IFK) (HPK LUK ILV), (HPK.LUK JUK), (HPK.LUK JYP), (HPK LUK KAL), (HPK LUK KAR), (HPK LUK KOO),
(HPK LUK PEL), (HPK LUK SAI) (HPK LUK SPO), (HPK LUK TAP) (HPK LUK TPS), (HPK LUK ASS) (HPK PELIFK),
(HPKPELILY) (HPK PEL,JUK) (HPK,PELJYP), (HPK,PELKAL) (HPK,PELKAR), (HPK PELKOO), (HPK PELLLUK),

(HPK PEL SA), (HPK PEL.SPO). (HPK PEL,TAP), (HPK,PEL.TPS), (HPK PEL ASS) (HPK SALIFK)



Listojen lukumaara — Yhteenveto

Fakta
Jarjestettyjd k alkion listoja voidaan n alkion joukosta muodostaa:

e toistojen kanssa n* kappaletta,

® jlman toistoja n(n —1)---(n— k + 1) kappaletta (ns. laskeva
tulo).

Esim (PIN-koodit)
Jarjestettyjd k = 4 numeron listoja (toistojen kanssa) voidaan
n = 10 numeron joukosta muodostaa 10* kappaletta

Esim (SM-liigan mitalisijat)

Jarjestettyjd k = 3 joukkueen listoja (ilman toistoja) voidaan
n = 15 joukkueen joukosta muodostaa

15(15 —1)--- (15 =34 1) = 15 x 14 x 13 = 2730 kappaletta



Jarjestysten lukumaara

Monellako tapaa voidaan SM-liigan kaikki 15 joukkuetta asettaa
paremmuusjarjestykseen?

Jarjestettyja k = 15 joukkueen listoja voidaan n =15
liigajoukkueen joukosta muodostaa n(n —1)---(n— k +1) eli
15 x 14 x --- x 1 kappaletta

Fakta

n alkiota voidaan jarjestaa listaan n! = n(n—1)---1 tavalla.

Esim (SM-liigan sarjataulukko)

SM-liigan 15 joukkuetta voidaan asettaa paremmuusjarjestykseen
15! ~ 1.3 x 10'2 tavalla.



Osajoukkojen lukumaara

Kuinka monta eri pelaajaviisikkoa voidaan jaidkiekkojoukkueen 20
kenttdpelaajan joukosta muodostaa?

20 pelaajan joukosta voidaan muodostaa 5 eri pelaajan jarjestettyja
listoja 20 x 19 x 18 x 17 x 16 = 1 860 4380 kappaletta.

Pelaajaviisikko on sama huolimatta siitd, miten sen pelaajat
jarjestdad. — Jokaista pelaajaviisikkoa vastaa 5! = 120

jarjestettya 5 eri pelaajan listaa
Pelaajaviisikkojen lukumaara on

20 x 19 x 18 x 17 x 16 1 860 480 15 504

5! 120



Osajoukkojen lukumaara — Yleistys

Fakta
Jarjestamattémia k alkion osajoukkoja voidaan n alkion joukosta
muodostaa
n(n—1)---(n—k+1) n! _(n
k(k—1)---1 kl(n—k) T \k
kappaletta.

Tata kutsutaan binomikertoimeksi (lue: “n yli k:n").
Binomikerrointa tullaan tarvitsemaan myohemmin mm. toistuvien
tapahtumien kasittelyssa.

Matlab nchoosek, R choose



Esim. Lottoarvonta

Mika on todennikdisyys saada 7 oikein yhdellad lottorivilla?

® Veikkaus Oy:n lottoarvonnan perusjoukko on
S = "7:n alkion osajoukot joukosta {1,...,40}"

ja sen koko on #S = (%) = 18 643 560.

® Tapahtuma
A = "valitulla lottorivilld 7 oikein”

sisaltda tasmalleen yhden toteuman, joten #A = 1.

® Symmetrian perusteella lottoarvonta on tasajakautunut, joten

_ #A L

P(A) = #S 18643 560



Esim. Johtoryhma

Viiden hengen johtoryhmaan haki 6 miestd 10 naista. Jos johtoryhma
valittaisiin arpomalla, niin milld tn valituksi tulisi 3 miestd ja 2 naista?

Perusjoukko S = “viisikot 16 henkilén hakijajoukosta”

16
S = .
# - (5)
Tapahtumaa A = "valitaan 3 miestd ja 2 naista” vastaavat
henkilokombinaatiot voidaan muodostaa seuraavasti:
1. Valitaan ensin 3 miestd 6 miehen joukosta: (g) tapaa
2. Valitaan 2 naista 10 naisen joukosta: (%7) tapaa
6\ /10
A =
#-(5)(2)
Kysytty todenn&kdisyys on
6\ (10
() () _ 900

_ #A _ ~ 20.6°
=55 = T e 20.6%.

P(A)



Esim. Kolmoset pokerissa

Mika on todennikoisyys saada “kolmoset” viidelld kortilla?
“kolmoset” = 5 kortin (jarjestamaton) joukko, jossa esiintyy 3
arvoa: yksi kolmesti ja muut kerran. Muodostetaan kaikki “kolmosia”
vastaavat korttiviisikot:

1. Valitaan kolmesti esiintyva arvo a kaikista arvoista: 13 tapaa

2. Valitaan kerran esiintyvien arvojen (jarjestamitdn) joukko
kayttimattomistd arvoista: (%) = 66 tapaa

3. Valitaan kolmen kortin joukko arvon a korteista: (3) = 4 tapaa

4. Valitaan yhden kortin joukko pienempad kerran esiintyvad arvoa
olevista korteista: (‘11) = 4 tapaa

5. Valitaan yhden kortin joukko suurempaa kerran esiintyvaa arvoa
olevista korteista: () = 4 tapaa

BGHEWE) _ 54912,

2) ~ 2598 960

= P("kolmoset”) =




Seuraavalla luennolla puhutaan satunnaismuuttujista ja niiden
jakaumista. . .
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