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1 Osituskaavan eli kokonaistodennikoisyyden kaa-
van ehdollistaminen

Otosavaruus S on ositettu erillisiin tapahtumiin A;, ¢ = 1,...,n. Tapahtuman
B todennékéisyys ehdolla tapahtuma C' on

P(B|C)= ZH:P(B | AinC)P(4; | C). (1)

i=1

Todennékoisyys lasketaan nyt tapahtuman C' rajaamassa otosavaruudessa (vrt.
osituskaava eli kokonaistodennikoisyyden kaava). Oletus on, ettd P(C) > 0 ja
P(A;,NC) > 0,i=1,...,n (muuten kaikkia kaavan ehdollisia todennakéisyyksia
el ole médritelty). Perustelu: P(B | C) = P(BNC)/P(C) = > ,P(BNA4; N
C)/P(C) = X, P(B | A; N C)P(A; N C)/P(C) = 1y P(B | A N C)P(A; |
C)P(C)/P(C) = > P(B | AinC)P(A4; | C). Kuvan 1 Venn-diagrammin
tilanteessa sininen ellipsi on tapahtuma B, keltainen ellipsi on tapahtuma C.
Todennékoisyys P(B | C) on ellipsien vihreén leikkauksen alan suhde keltaisen
ellipsin alaan. Kuvassa P(A; N C) = 0, joten kaavassa (1) tulee asettaa i =
2,...,5. Lisaksi kuvan tilanteessa patee P(B | Ao NC)=1jaP(B| A;NC) =

0.
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Kuva 1: Ehdollisen kokonaistodennékéisyyden lasku.

2 Simpsonin paradoksi

Kuvan 2 piirtdja on sivistynyt ja tuntee Simpsonin paradoksin. Sen kuvasivat
Udny Yule 1903 ja Edward Simpson 1951. Simpsonin esimerkeissé osa-aineistois-
sa on eroja mutta yhdistetyssa aineistossa ei. Ensimmaéinen empiirinen esimerkki
paradoksista on julkaistu 1934. Paradoksi on jo ennen nimedmistain tuottanut
1800-luvulla jupinan “valhe, emévalhe, tilasto” (Wainer ja Brown 2004). Para-
doksin juju selvidd esimerkisti.?

Esimerkki.® Kaksi maisteria. B ja B¢ ovat juuri valmistuneet maistereiksi. He
ovat molemmat opiskelleet aineita C' ja CC. B:n pédaine oli C; B¢:n C¢. Mer-
kitdsn hyvés arvosanaa A:lla ja huonoa A:lla. B ja B¢ suorittamat kurssit
arvosanojen mukaan ryhmiteltyna ovat alla:

IKuva on artikkelista A. Edwards (2007): A Cautionary Tale. Significance, maaliskuu 2007,
47-48. Kiitdn Significance-lehted (www.significancemagazine.com) luvasta painaa kuva.

2Jakso perustuu Blitzsteinin ja Hwangin (2015) kirjaan ja artikkeleihin Baker ja Kramer
(2001), Norton ja Divine (2015) sekd Wainer ja Brown (2004).

3Blitzstein ja Hwang (2015, 67-69).
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Kuva 2: Simpsonin paradoksi.!

C ce yhteensi

A A°C % A AC % A A

B 70 20 90 10 0 10 80 20
B¢ 2 8 10 81 9 90 83 17

D)

100
100

B on opiskellut enimmikseen C:td ja B enimmikseen C':ia. Vinkedd todis-

tuksissa on, etté

 (C:ssi B:n hyvien arvosanojen osuus 70/90 = 7/9 on suurempi kuin B¢ :n

2/10 = 1/5.

e C%:ssa B:n hyvien arvosanojen osuus 10/10 = 1 on suurempi kuin B%:mn

81/90 = 9/10.

o kokonaisuutena katsoen hyvien arvosanojen osuus 80/100 B:ll& on silti

pienempi kuin 83/100 B¢:1la! O

Jos osajoukoissa tapahtumien todennékoisyyksien suuruusjérjestys on painvas-
tainen kuin koko joukossa, on kohdattu Simpsonin paradoksi. Kolmen tapahtu-

man A, B ja C tilanteessa péatevit talloin joko epayhtdlot
P(A|CNB)>P(A|CNBY) ja
P(A|C“NB)>P(A|CYNBY mutta
P(A|B) <P(A| BY)

tai padinvastaiset epayhtédlot. Simpsonin paradoksin voi ajatella ilmenevin myos,

jos osajoukoissa pétee yhtdsuuruus muttei koko joukossa tai painvastoin.

Selitys epéayhtéloille edelld on ehdollistettu kokonaistodenndkoéisyyden laki

(1). Sen mukaan

P(A|B)=P(A|CNB)P(C|B)+P(A

YN B)P(CY | B)



ja

P(A| BY) =P(A| CNnBY)P(C | B +P(A|C°nBY)PCY | BY).
Vaikka pétisi

P(A|CNB)>PA|CNBY) jaP(A|C“NB)>P(A|CnBY),

niin P(C | B) tai P(C® | B) voi olla niin pieni, tai P(C' | BY) tai P(C® | BY)
niin suuri, etta
P(A|B) < P(A| B°).

Esimerkki. Kaksi maisteria (jatkoa). Sijoitetaan tiedot osuuksista ehdollisen ko-
konaistodenndkoisyyden kaavaan:

P(A|B)=P(A|CNB)P(C|B)+P(A|C°nB)P(CC|B)
70 90 10 10
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70 “ 700 T 90 100
=P(A|CNBYP(C|BY) +P(A|C°nBYP(CC | BY)
= P(A | BY).

B:n todistuksessa aineen C' suuri osuus 90/100 = P(C' | B) painottaa kohtuul-
lista arvosanasuhdetta 70/90 ja aineen C'¢ pieni osuus 10/100 = P(CY | B)
mititoéi loistavaa arvosanasuhdetta 10/10. B¢:n todistuksessa aineen C pie-
ni osuus mykistdd huonoa arvosanasuhdetta 2/10 ja aineen C¢ suuri osuus
90/100 = P(CY | BY) rummuttaa hienoa arvosanasuhdetta 81/90. Seuraus on
epayhtalo ylla. O

Esimerkki. Hyvi miehille, hyvé naisille, huono ihmisille (Baker ja Kramer 2001).
Verrataan syopéhoitoja B ja B¢. Merkitiin miehis C:114, naisia C¢:lla, syévis-
téd paranemista A:lla ja syopéin kuolemista A®:lla. Sivun 3 taulukon mukaan
B on B€:a parempi hoito sekd miehille ettd naisille. Thmisille B vaikuttaa huo-
nommalta hoidolta. [

Esimerkki. Hyvi miehille, hyvé naisille, huono ihmisille (jatkoa). Syopéesimer-
kissé B€-hoito vaikutti paremmalta ihmisille ylipdénsi. Huolellisempi tarkaste-
lu paljastaa, ettd B on parempi hoito. Huomataan, ettd syopahoidot tehoavat
erilailla miehiin ja naisiin ja ettéd heitd on aivan eri osuudet sy6pahoidoissa (s:n
3 taulukko). Idea: Standardoidaan hoitoihin osallistuvien sukupuolten osuudet
samoiksi ja verrataan hoitojen tehokkuutta standardoiduilla osuuksilla.

Kuva 3 havainnollistaa. Siind on laskettu onnistuneiden hoitojen osuudet,
jos hoito toimii sivun 3 taulukon mukaisilla sukupuolikohtaisilla osuuksilla ja
naisten (C) osuus tutkimuksessa vaihtelee vililli [0, 1].



Punainen suora
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kuvaa paranemisten osuutta hoidolla B ja sininen suora

(1 ) % 2 Lw X 81 1 7
—W)X —+WX —=—-+ —w

10 90 5 10
hoidolla B€. Yll4 w on naisten osuus hoidossa. Suorat ovat painotettuja keskiar-
voja miesten ja naisten paranemisosuuksista kyseiselld hoitomuodolla. Kuvaan
on merkitty pisteilld ja katkoviivoilla sivun 3 taulukon mukaisia osuuksia:

0. 7 10 1 7
A T Y hox fi01=08
(1= 750) %5t 100 ¥ 1 gt

(C%m osuus 0.1) ja

0. 2 90 8l
1— S 01%02409x0.9=0.83
(1= 706" * 10 T 100 % 90 x0-240.9x

(C%mn osuus 0.9). Punainen suora on sinisen suoran ylidpuolella kaikilla nais-
osuuksilla.

Naisten osuus hoidoissa maéraa, kumpi hoidoista vaikuttaa useammin pa-
rantavan syovan ihmisilli. Molemmat hoidot toimivat naisilla paremmin kuin
miehilld (10/10 > 70/90 ja 81/90 > 2/10), ja erityisen hyvin naisilla toimii hoito
B (parantuneiden osuus 10/10 = 1). Miehilld hoito B toimii erityisen huonosti
(parantuneiden osuus 2/10 = 0.2). Jos naisten osuus on hyvin pieni (0.1) hoi-
dossa B ja hyvin suuri (0.9) hoidossa B¢, niin kokonaiskuva hoitojen tehokkuu-
desta viiristyy ja hoito BY niyttii hoitoa B paremmalta (83/100 > 80/100).
Jos naisten ja miesten osuudet hoitoihin osallistumisessa poikkeaisivat vihem-
mén, hoito B olisi yleensd parempi. Kuvaan on piirretty esimerkkiné tilanne,
jossa naisten ja miesten osuudet hoidoissa ovat yhtdsuuret. Hoito B on talléin
selvésti parempi (0.889 > 0.55): Hoidollaa B parantumisosuus on

1
0.5 x @ + 0.5 x —O ~ 0.889

90 10
ja hoidolla B®
2 81
0.5 x 0 + 0.5 x 90 = 0.55.

Jos miehet ja naiset voidaan ohjata vapaasti kumpaan tahansa hoitoon, heidét
kannattaa ohjata hoitoon B. [

Esimerkki. Hyva miehille, hyva naisille, huono ihmisille (jatkoa). Merkitadn A:lla
ja A%:lla pitks- ja lyhytikaisyytta seké B:lla ja BC:lla geenin B omaamista ja
puuttumista. Miehii ja naisia osoitetaan edelleen C:114 ja C':lla. Geeni on ylei-
nen miehilld mutta harvinainen naisilla, ja geenin omaavat miehet ja naiset ovat
pitkdikdisempid kuin omaamattomat (s:n 3 taulukko). Vdestossd geenin omaa-
mattomat ovat silti pitkdikédisempid kuin geenin omaavat. Geenin omaamisen
osuutta sukupuolittain tai sukupuolien osuutta viestosséd ei voi muuttaa. Gee-
ni B on siten ylitsepddseméattomasti hyva naisille, hyvd miehille mutta huono
ihmisille. [J
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Kuva 3: Am osuuden riippuvuus C¢:n osuudesta.

Simpsonin paradoksin tulkinta on tapauskohtainen. Ylipd4nsa ehdollistettu (tar-
kemmin luokiteltu) tieto on informatiivisempaa, ja siithen kannattaa kiinnit-
téad huomiota enemmén kuin ehdollistamattomaan (vihemmén tarkasti luoki-
teltuun). Silti luokittelematon tieto kuvaa kokonaisuuden.

Esimerkki.* Empiirisii esimerkkejd Simpsonin paradoksista:

e Urheilussa pelaaja voi pelata toista pelaajaa paremmin kauden ensimmai-
sellé ja toisella kaudella mutta kokonaisuutena huonommin.

4P.J. Bickel, E.A. Hammel ja J.W. O’Connell (1975): Sex Bias in Graduate Admis-
sions: Data from Berkeley. Science, 187, 398-404. W.G. Cochran (1968): The Effectiveness
of Adjustment by Subclassification in Removing Bias in Observational Studies. Biomet-
rics, 24, 295-313. S. Holm (2013): Tutkielmien arvosanat Helsingin yliopistossa. Pro gra-
du -tutkielma (tilastotiede). Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta. Helsingin yliopisto.
https://helda.helsinki.fi/handle/10138/39493 (haettu 28.10.2016).



o Tupakoijien kuolleisuus on kaikissa ikéryhmissd suurempi kuin tupakoi-
mattomien. Tupakoijien kuolleisuus ylipddnsa on kuitenkin pienempi kuin
tupakoimattomien, koska tupakoijat ovat keskiméérin tupakoimattomia
nuorempia. (Cochran 1968.)

e Yhdysvalloissa Floridan osavaltiossa 1976-1986 valkoihoiset tuomittiin mus-
taihoisia useammin kuolemaan mutta aineiston alaryhmissd mustaihoiset.

(Agresti 2019.)

o Berkeleyn yliopisto haastettiin oikeuteen sukupuolisyrjinnésta vuoden 1973
opiskelijavalinnan takia. Mieshakijoista oli hyviksytty selvisti suurempi
osuus kuin naishakijoista. Asiaa tutkittaessa ilmeni, ettd monilla laitok-
silla naisten hyviksymisprosentit olivat suurempia kuin miesten. Selitys
miesten suurempaan hyvéiksymisprosenttiin ylipdénsa oli, ettd he pyrki-
vit oppiaineisiin (esim. matemaattisiin tai teknisiin tieteisiin), joille oli
helpompi padstd (hyviksyttyjen osuudella mitattuna) kuin naisten suosi-
miin oppiaineisiin (esim. psykologia). (Bickel ym. 1978.)

o Helsingin yliopiston valtiotieteellisessé tiedekunnassa miehet saavat pro
gradu -tutkielmista parempia arvosanoja kuin naiset. Ero héavida, jos ver-
rataan arvosanoja oppiaineittain. Ilmio selittyy néin: Taloustieteessd myon-
netddn korkeita arvosanoja ja valtaosa opiskelijoista on miehié. Sosiaali-
tyOsséd arvosanat ovat huonompia ja opiskelijoiden enemmisté on naisia.
Molemmissa oppiaineissa sukupuolet saavat yhtélailla arvosanoja. (Holm
2013.) O



