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Ratkaisut 3, tehtavat 1-6

Potenssisarjan Y ¢,(z — x)" suppenemisside p on

p = lim € [0, oo,

n—oo

Cn+1

jos raja-arvo on olemassa.

@ Kun 0 < p < oo, sarja suppenee valilld (p — zo, p + z9) ja hajaantuu vélilld (—oo, p — x¢) U
(p + xo,00). Vilien padtepisteissi suppenemista taytyy tarkastella erikseen.

@ Kun p = 0, sarja suppenee vain pisteessa r = x.

@ Kun p = 0o, sarja suppenee kaikilla x € R.
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Testi kertoo, ettéd sarja suppenee, kun |z| < 1/2 ja hajaantuu, kun |z| > 1/2. Tapaus
|z| = 1/2 téytyy tutkia erikseen.

Kun z = 1/2, sarjaksi saadaan
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e,
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mika on harmoninen sarja ja tunnetusti hajaantuu.

Kun z = —1/2, sarjaksi saadaan

— (22)" (-1
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mik4 on vuorotteleva sarja, joka suppenee Leibnizin kriteerin nojalla (katso ratkaisu tehtédvaan
Harjoitus 2:2b).
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Siis, sarja suppenee tasmalleen arvoilla —% <z<
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Tama on geometrinen sarja, joka suppenee, kun —2 < z < 2.
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% Tassé sarjaa voidaan derivoida termeittain, koska sarja suppenee, kun —2 < x < 2,
ja funktio (z/2)" on jatkuvasti derivoituva. Yleisesti, ei ole luvallista tehdéd raja-
arvon siséltavid operaatioita (integrointeja, derivointeja, sarjojen summauksia) mieli-
valtaisessa jarjestyksessa. Mittateoria antaa ehtoja, joiden voimassa ollessa jarjestysta
voidaan vaihtaa, mutta taysi perustelu on taméan kurssin ulkopuolella.

Taytyy viela selvittaa uuden potenssisarjan suppenemissade:

n 2" 2

= lim . = lim T
=1 p 41 n—oo |1+ -

n—o0

lim =
n—o0

)
Cn+1

mika tarkoittaa, ettd sarja suppenee, kun —2 < x < 2. Arvot x = £2 selvasti tuottavat
hajaantuvan sarjan.
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% Sama varoitus kuin kohdassa (b) sarjan termeittéin integroimisessa.
Sijoittamalla x = 0 nahdaan, etta C' = In 2:
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Suppenemissade loydetaan kuten ylla:
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joten sarja suppenee ainakin, kun |z| < 2. Tutkitaan péétepisteet © = £2 erikseen.

Kun x = 2, saadaan

= =1
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mika on harmoninen sarja ja hajaantuu.
Kun x = —2, saadaan
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miké suppenee Leibnizin kriteerin nojalla, kuten Harjoituksessa 2:2b. Siis (1) suppenee,
kun -2 <z < 2.



1 1 > N
1+2z 1-(-22) =2 (~20)".
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Tamé on geometrinen sarja, joka suppenee, kun —1 < z < 3 (huomaa (a)).

(a) f on maaritelty niilla z € R, joille 22 — 1 # 0, eli x # +1.
(b) Kysymyksessé on kddnnosvirhe. The correct term is “extend”, not “expand”.
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Yksipuoleiset raja-arvot eivét ole samat, joten lim, ,; f(z) ei ole olemassa, ja funktiota
f ei voida laajentaa jatkuvaksi joukkoon R.

(c) Alkukuva f~!{e} koostuu niistd muuttujan x arvoista, joissa f on mairitelty ja saadaan

annetut arvot. ,
= =1, lz| > 1,
f: z2—1

- = L 2| < 1;

{1 =(-L1); [ {1} =(-00,~1)U(l,00); [7{0}=2.

(a) Raja-arvo ei ole olemassa, paitsi kun lim,_,4(z? — k%) = 0, eli kun, k = +4. Talloin
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Raja-arvo on olemassa, kun k > 2.
(c) Huomaa, ettd lim, , ., e?** = 0 riippumatta luvun k arvosta. Raja-arvojen tulon

saannon nojalla
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Toisin sanoin, raja-arvo on olemassa kaikilla k£ € R.

(a) Etsitddn suppenemisside tavalliseen tapaan:
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joten sarja suppenee ainakin, kun |x — 5| < 2, elikun 3 <z < 7.
Tutkitaan péadtepisteet erikseen. Kun z = 3, saadaan Y, n~2, mika on superharmoni-
nen ja suppenee. Kun z = 7, sarja on »_ (—1)"n"2, miké suppenee itseisesti.

Alkuperéinen sarja suppenee tasmélleen arvoilla 3 < x < 7.

(b) Huomaa, ettd kunhan sarja suppenee, lukua x voidaan kiyttdd skaalaustekijani, ja
muuttujanvaihto ¢t = 22 tuottaa:
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miké on funktion x(eg”2 — 1) potenssisarjaesitys. Suppenemissidde on
. . (n+1)! :
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joten sarja (odotusten mukaisesti) suppenee kaikilla z € R.
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joten sarja suppenee ainakin, kun |z| < 1/5.
Tutkitaan padtepisteitd: kun = = 1/5, saadaan
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miké suppenee. Kun z = —1/5, saadaan ), (—1)"/y/n, mikéd on vuorotteleva sarja ja
suppenee Leibnizin kriteerin nojalla.

oo . 1 1
Alkuperiinen sarja suppenee, kun —¢ <z < .

6. Taman tehtavan raja-arvot voi loytaa monella tapaa. Yksi tapa on [’Hospitalin sdanto:
Olkoot f, g jatkuvia joukossa I \ {a}, missdi I C R on avoin vili ja a € I. (Tapaukset
a = too sallitaan.) Lisdksi, oletetaan, etta

lim f(z) = lim g(z) = 0 tai £ 00, ja lim f()
T—a T—a T—a g’(gj)
Taltoin Tim 2 — i £ _ 4.

= A on olemassa (A € R tai &+ 00).

Toinen tapa on kayttaa Taylorin sarjaa funktioille €, sinz, and cosx at 0:
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2' x—0

0, xz=0.

(a) Funktio z%sin (1/x) on jatkuvien alkeisfunktioiden tulo ja siten jatkuva mairittelyjoukossaan,
eli kun x # 0. Tutkitaan funktion raja-arvoa pisteessa x = 0. Koska
9 1

T sin —
T

0< <z?—0,

xz—0

kuristusperiaatteen nojalla saadaan lim, ,o f(x) = 0 = f(0) ja todetaan, ettd f on
jatkuva joukossa R.

(b)—(c) Kun z # 0, derivaatta on olemassa ja 10ydetddn derivoimalla lauseketta

d 1 1 1
f(z) = — (x2 sin —) = 2xsin — — cos —.

dx T T T

Derivaatta pisteessd = = 0 joudutaan laskemaan raja-arvon maaritelman nojalla

o) — i JOF) = FO) 1
FO=im ™ iy =0

koska 0 < |hsin(1/h)| < |h| — 0; vertaa kohtaan (a). Raja-arvo on olemassa, ja
%
todetaan, ettd f'(0) =0 ja

) = 2xsin% —cos%, x #£0,
0, x=0.

(b) Osoitetaan, ettd f'(z) on epdjatkuva origossa. Selvésti (katso yllédolevaa)

) 1 1 . 1
lim ( 2z sin — — cos — | = 0 — lim cos —.
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Tutkitaan jonoa (ay)n,, missd ag = 0 ja a, = 1/nm,n > 1. Nyt lim,, a,, = 0 ja

1 ~1 n=2k+1,
COS — =
1, n=2k k=0,1,2,3,.....
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Muistetaan raja-arvon tdsméallinen méaritelma: lim, ., g(z) = L, jos jokaista ¢ > 0
vastaa § > 0 siten, ettd |x —a| < J takaa, ettd |g(z) — L| < e. Nyt, jotta f’ voisi
olla jatkuva origossa, haluttaisiin, ettd lim, ,ocosz™! = 0 = f/(0). Kuitenkin, olkoon
e € (0,1) mielivaltainen. Kaikilla 6 > 0 on olemassa n siten, etté

la, — 0] <0 ja

Tamaé osoittaa, ettd f'(x) ei ole jatkuva pisteessd x = 0.

% Itse asiassa, lim,_,ocosz ™! ei ole olemassa.
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(c) Py(a;1)=1—(z— 1)+ (z —1)* = (z — 1)%.

9. Taylorin sarja on yksikasitteinen, joten

Vertaamalla muuttujan x potenssien kertoimia saadaan

f(0) f(g)(o) 3 f(lo)(o) o '
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r=0-z,

joten, f/(0) =0, f*(0) =0, ja F19(0) = 10!/5! = 30240.
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10. (a) 1+ +5+5+5+- =2, =e
(b) Huomaa, ettéd

2 3 4 2 3 4

r_1 z xz X . —r 1 X x x
e’ = ‘|—(E+§+§+I+"'Ja—e = — +ZB—§+§—E+"'
2 2t
= " —e :2x(1+§+§+---),

joten olettamalla z # 0 saadaan

2 ot e* —e™®  sinhz
+ 3! + 51 + 2x x f(@)

Kun = — 0, sarjaesityksestéd seuraa vélittomaésti, ettd f(x) — 1, joten

sinhz’ ZE%O,
J(x) = {1, z=0.



