Nama kalvot sisdltavat otsikossa mainitun kurssin keskeisen materiaalin,
mutta myos paljon oheislukemista. Luennoilla voidaan kasitelld my6s
Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 taydentavia esimerkkeja, koska kalvot sisaltavat yleensa vain yhden, usein
mahdollisimman yksinkertaisen esimerkin kustakin aiheesta.
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1.1 Lukujoukot 1.2 Jonot

o Luonnollisten lukujen joukko N = {1,2,3,...}. @ Lukujonolla tarkoitetaan direténtd jonoa reaalilukuja a, € R, kun
e Ng=1{0,1,2,3,...} = NU{0}. indeksi n € N. Merkitdan

o Kokonaislukujen joukko Z = {0,1,—-1,2,-2,...}. ~
. . I (an)nen = (an)ny = (a1, 32,33, .. .)-
o Rationaalilukujen joukko Q = {p/q | p € Z, q € N}.

@ Reaalilukujen joukko R. Tasmaillinen konstruointi palautuu o Lukujonon tasmillinen tulkinta on funktio f: N — R, jolle f(n) = aj.

rationaalilukuihin, jossa eri mahdollisuuksia: @ Jonon indeksdinti voi alkaa my0s jostakin muusta arvosta kuin 1. Jos
Dedekindin leikkaukset, indeksin alkuarvo ei ole tarkea tai tilanne on muuten selva, voidaan
rationaaliset Cauchy-jonot, kayttaa merkintaa (an).

desimaaliapproksimaatiot.

Intuitiivisesti helpoin vaihtoehto on ajatella reaalilukuja
desimaaliesitysten kautta.

Suurin osa reaaliluvuista ei ole rationaalisia, esimerkiksi v/2, ,
Neperin luku e.

@ Joissakin sovelluksissa esiintyy myos jonoja, joiden indeksijoukkona on
kaikkien kokonaislukujen joukko Z.

o Adsrelliset jonot (ai,...,an) on luontevinta tulkita n-ulotteisen
avaruuden R” pisteiksi (tai vektoreiksi).
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1.2 Kaytannossa 1.2 Perusongelmat

Jonoja voidaan maaritella

@ antamalla yleisen termin lauseke; esimerkiksi
@ Mita jonon ominaisuuksia saadaan selville yleisen termin tai

an=2", kun n € N = lukujono (2,4,8,16,...). palautuskaavojen avulla?

o rekursiivisesti palautuskaavojen avulla, erityisesti monissa numeerisissa ° Miten pa'lau.tuskaavasta saadaan yleisen termin lauseke? Esimerkiksi
menetelmissa. Esimerkiksi Fibonaccin jonolle
f(xn) 1
= alk R =Xp — ok >0 fi=— (" — (=) "
xo = alkuarvaus, xpi11 = Xp f’(xn) un n > - NG (<P ( 9,) )7
= Newtonin menetelmén approksimaatiot funktion nollakohdalle. .
jossa
_1+V5
fo=0, A=1 fp="fh2+f1, kunn>2 SO_T
= Fibonaccin lukujono (0,1,1,2,3,5,...). on ns. kultaisen leikkauksen suhde.

o tekemalla mittauksia jostakin systeemistd; esimerkiksi danen
voimakkuus tasaisin aikavélein (idealisoituna darettomaksi jonoksi).
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1.2 Jonojen ominaisuuksia 1.3 Suppeneminen |

Maaritelma 1.2
Mzaritelma 1.1 Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa L € R, jos lausekkeen |a, — L|

Lukui arvo lahestyy nollaa, kun n — oo; tasmallisemmin: Jokaista € > 0 vastaa
ukujono (an) on sellainen indeksi n. € N, ettad |a, — L| < £ aina, kun n > n..

o ylhailta rajoitettu, jos on olemassa sellainen C € R, ettd a, < C Talloin merkitaan

kaikilla n

Af . . . lim a, =L tai lima, =L tailyhyesti a, — L.

o alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen c € R, ettd a, > ¢ n—oo " n yny n

kaikilla n . . . q

. . L . Jos lukujono ei suppenee, niin se hajaantuu.
@ rajoitettu, jos se on seka ylhdalta etta alhaalta rajoitettu
@ nouseva, jos a1 > a, kaikilla n Lyhyesti: n > n. = |a, — L| <e.
o laskeva, jos a < a, kaikilla n . . . . .
2] ”'*jl = dp el ) Huom: |a, — L| = jonon termin a, ja raja-arvon L vilinen etdisyys:

@ monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva

lap— L <eel—-e<a,<Ll+e.
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1.3 Suppeneminen Il 1.3 Taydellisyysaksioma

Idea: Mita pienempi ¢, sitd suurempi n. tarvitaan.

a Reaalilukujen joukon erottaa rationaalilukujen joukosta
n

Taydellisyysaksioma:
Nouseva ja ylhdilta rajoitettu reaalilukujono (ap)nen suppenee.

L+¢€ N N Taydellisyysaksioma voidaan muotoilla eri tavoilla. Aiheesta lisaa kurssilla
I . . MS-C1540.
. ° . " . Aksioma tarjoaa mahdollisuuden reaaliluvun tasmalliseen maaritelmaan:
L-¢ . Reaaliluku n,did; ..., jossa kokonaisosa n on kokonaisluku ja desimaalit
° . d1,da, -+ €{0,1,2,...,9}, on monotonisen rationaalilukujonon

(m; n,d1; n,didy; n,didhds, .. .) raja-arvo.

Rationaalijonojen kohdalla ongelma on se, ettei raja-arvo ole aina
n rationaaliluku!
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1.3 Yleisia tuloksia 1.3 Laskusaantoja |
o Laskev j alhala rajitttu jono suppenee.
@ Suppeneva jono on rajoitettu. Jos lim a, =a, lim b, =b jac€R, niin
n—oo n—o00

o Suppiloperiaate: Jos a, < b, < ¢, jostakin indeksista alkaen ja .

ppriop "= Pn = Cnl J o lim (an+by)=a+b,

. . n—oo

,,I'_,";o an = nl'_,";o &=L e lim (ca,) =ca,
n—oo

niin jono (b,) suppenee ja lim,_ b, = L. ° n'Ln;o(anbn) = ab,
@ Geometrinen jono (q") suppenee, jos suhdeluku —1 < g < 1, jolloin o lim (an/b,) = a/b, jos b # 0.
sen raja-arvo on joko 0 tai 1. Muissa tapauksissa geometrinen jono n—eo J
hajaantuu. Huom: Viimeisen kohdan oletuksesta b # 0 seuraa, ettd b, # 0 jostakin
@ Jonon suppenemista kohti nollaa voi tutkia lausekkeen |a,11/an| indeksista alkaen.
avulla: jos jostakin indeksistd alkaen on |apt1/a,] < gja0<g<1,
niin
lim a, =0.
n—oo

Tami seuraa kahdesta edellisestd kohdasta, koska |a,| < |a1]|g" L.
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1.3 Laskusaantoja Il 1.3 Laskusaantoja Il

Perustelu: Ensimmdinen kaava perustuu epayhtaloon

. . 3n°+4n
Laske raja-arvo lim —5———.
|(3n+bn)*(a+b)|:‘(3n*3)+(bn*b)‘§‘3n*3|+‘bn*b‘- nsoo n*+1

Toinen kaava seuraa yhtalosta Ratkaisu: Koska

B 3n2+4n7 n?(344/n) _344/n
can — ca| = [cl|a, — a. o Ry Rl e v

Kolmannen kaavan kohdalla kaytetaan epayhtaloa

ja
.4 . 1
|anbn — ab| = |(anb — nb) + (anb — b)| < |anl|bs — b| + |an — al|b] A= i ==0
ja sitd, ettd |an| < C jollakin vakiolla C. niin raja-arvon laskusaantéjen mukaan
Neljannen kaavan kohdalla osoitetaan aluksi, ettd 1/b, — 1/b, ja 32 4+4n  3+0
kaytetaan sen jalkeen tulokaavaa. lim =——=3.

nsoo m2+1 140
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1.3 Eraita raja-arvoja 1.3 Raja-arvon yleistykset

Myos kasitteet
o limpoov/a=1, kun a>0 lim a, =oc0ja lim a, = —c0
n—oo n—o0
o limp oo v/n=1
o limp oo (1+2)" = e = Neperin luku ~ 2,7182818. .. Tahin
palataan myohemmin.

voidaan maaritella tasmallisesti.

Esimerkiksi

@ Stirlingin kaava (jolle ei helppoa todistustal): lim a, =00 & jokaista lukua M € R vastaa sellainen indeksi ny € N,
n—oo

nl ettd a, > M aina, kun n > ny.

nIL";o V2rn(nje)"

Idea: Ensimmadinen seuraa toisesta suppiloperiaatteen avulla. Toisen
kohdalla merkitdan x, = v/n — 1 > 0 ja sovelletaan binomikaavaa:
n=(1+x,)"=1+nx,+n(n—1)x2/2+--->1+n(n—1)x2/2, joten
0< xp, < m Viite seuraa tasta suppiloperiaatteen avulla.

Sanotaan: Jono (a,) hajaantuu kohti diretonta.

Osoita, etta
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2.1 Sarja 2.1 Indeksointi

Lukujonosta (ax)ken voidaan muodostaa sen osasummien jono (s,):

S$1 = a1, 2=a1+a, ss=a+a+a3 ...,
n

Sp = a1+az+~--+an:Zak-
k=1

Maaritelma 2.1

Jos osasummien jonolla (s,) on raja-arvo s € R, niin sanotaan, ett3 jonosta
(ak) muodostettu sarja suppenee ja sen summa on s. Talléin merkitaan

o0 n
31+32+"‘:E ax = lim E ax =S.
n—oo
k=1 k=1

Pekka Alestalo (Aal
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o Osasummat kannattaa indekséida samalla tavalla kuin jono (a);
esim. jonon (ay)>, osasummat ovat sp = ap, s1 = ao + a1 jne.

@ Suppenevaan sarjaan voidaan tehd3d summausindeksin siirtoja: esim.

o0 oo o0
Sa=daa=Yan
k=1 k=0 k=2

@ Konkreettisesti:

> 1
':;(kﬂ)?
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2.1 Sarjan hajaantuminen 2.2 Geometrinen sarja |

@ Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu. Tama voi tapahtua kolmella
eri tavalla: (i) osasummat lahestyvat aaretonts; (ii) osasummat
lahestyvat miinus-aretont3; (i) osasummien jono heilahtelee niin,
ettei raja-arvoa ole.

Hajaantuvan sarjan tapauksessa merkintd » '~ ; ax ei oikeastaan
tarkoita mitdan. Usein sovitaan sen tarkoittavan osasummien jonoa,
joka on aina hyvin maaritelty.

Monet sarjoihin liittyvat " kummallisuudet” (esim. 0 = 1-todistus)
johtuvat siita, etta sarjan summaaminen tulkitaan operaatioksi, jossa
kaikki jonon alkiot lasketaan yhteen samalla kertaa. Nain ei ole, vaan
summa lasketaan osasumminen raja-arvona. Taman vuoksi osa
aarellisten summien laskusaannoista ei enaa pade sarjoille. Joissakin
tapauksissa esimerkiksi sarjan summa voi muuttua, jos termien
jarjestysta vaihdetaan.

Geometrinen sarja

0
> ad"
k=0

suppenee, jos |q| <1 (tai a=0), jolloin sen summa on ﬁ. Jos |q| > 1,
niin sarja hajaantuu.

n a(1— qn+1)
Perustelu: Sarjan osasummille patee Z agk = g josta vaite
k=0
seuraa.
Yleisemmin
a sarjan 1. termi
agk = T _ J77 kun |q] < 1.
1-gq 1-gq
k=i

2.2 Geometrinen sarja Il

Laske sarjan

summa.

Ratkaisu: Koska

33 (1\F
4174 \g)

niin kyseessa on geometrinen sarja. Sen summaksi saadaan
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2.2 Laskusaantoja |

Suppenevien sarjojen ominaisuuksia:

° Z(ak"t‘bk) = Zak+zbk
k=1 k=1 k=1
o ¢] o ¢]

° Z(c a) = CZ ak, kun c € R on vakio
k=1 k=1

Perustelu: Seuraa vastaavista jonojen raja-arvojen ominaisuuksista.

Huom: Sarjoilla ei ole jonon raja-arvon tapaista tulosdantda, silla jo
kahden termin summalle yleensd (a1 + a2)(b1 + bp) # aib1 + axbo. Oikea
yleistys on sarjojen Cauchy-tulo, jossa myos tulon ristitermit otetaan
huomioon. Katso esim.
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Laskusaantoja I

(e}

Jos Z ak suppenee, niin lim a; = 0.
=1 k—o0

o0
Kaéntéen: Jos lim aj # 0, niin sarja Y _ ax hajaantuu.
k—o00 =

Perustelu: Jos sarjan summa on s, niin ay = s, — sx-1 —> s —s=0.
Huom: Ominaisuuden limg_,» ax = 0 avulla ei voida perustella sarjan
suppenemista; vrt. seuraavat esimerkit.
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Tutki sarjan
—k+1 23 47

suppenemista.

Ratkaisu: Sarjan yleisen termin raja-arvo

lim —— =
k|—>n;ok+1

ei ole nolla, joten sarja hajaantuu.
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2.2 Harmoninen sarja 2.2 Positiiviset sarjat |

Sarjan summan laskeminen on usein hankalaa tai mahdotonta (muuten
kuin numeerisena likiarvona). Monissa tilanteissa on kuitenkin tarkeinta
tietad, suppeneeko vai hajaantuuko tutkittava sarja.

Harmoninen sarja

Maaritelma 2.8

oo

hajaantuu, vaikka sen yleisen termin a; = 1/k raja-arvo on nolla. X e . e . . .
Sarja ZP" on positiivinen (tai positiiviterminen), jos px > 0 kaikilla k.

Ratkaisu: Katso alkeellinen perustelu esim. Matematiikkalehti Solmusta k=1

Toinen tapa integraalin avulla: 1/k-pylvasdiagrammin alle ja3 funktion Positiivisille sarjoille suppenemisen tutkiminen on suoraviivaista:
1/(x + 1) kuvaaja, joten pinta-aloja vertaamalla

2 :7 > / X In(n+1) — oo Positiivinen sarja suppenee tasmalleen silloin, kun sen osasummien jono on
- - b . . .

et k o x+1 ylhaalta rajoitettu.

kun n — oo. Syy: Positiivisen sarjan osasummien jono on nouseva.

ka alilaskentz 1.9.2019 25 / 224 |Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto Peru rMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2019 26 / 224

2.2 Positiiviset sarjat Il 2.2 ltseinen suppeneminen |
Maaritelma 2.11

Sarja Z ay suppenee itseisesti, jos positiivinen sarja > - ; |ak| suppenee.
1 k=1

k2 ’
Lause 2.12

Itseisesti suppeneva sarja suppenee, ja talléin

Osoita, ettd yliharmonisen sarjan

]38

x
I

1

osasummille on voimassa s, < 2 kaikilla n, joten sarja suppenee.

Ratkaisu: Perustuu kaavaan

oo oo
1 1 11 PEAEDMENE
= k=1 k=1

k-1 k-1 K

Kyseessa on erikoistapaus yleisestd Majoranttiperiaatteesta, josta

kun k > 2; vrt. pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdva 15/kevat . T
myShemmin lisaa.

2015. Toinen tapa integraalilaskennan avulla.
Leonhard Euler keksi v. 1735 sin-funktion tulokehitelman avulla, ett3
sarjan summa on 72 /6.
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2.2 ltseinen suppeneminen |l 2.2 Itseinen suppeneminen |ll

Lauseen perustelu (ilman yleista majoranttiperiaatetta!): Oletetaan, ett3d
sarja 3, |ak| suppenee ja tutkitaan erikseen sarjan 3, a) positiivista ja

negatiivista osaa: Olkoon Tutki vuorottelevan sarjan
by = max(ay,0) > 0 ja ¢, = — min(a, 0) > 0. i ot 11
k2
Koska by, ¢k < |ak|, niin positiiviset sarjat > bx ja > ¢ suppenevat k=1
lauseen 2.9 perusteella. Lisdksi ax = bgx — ck, joten Y a, on suppenevien suppenemista.
sarjojen erotuksena suppeneva. (C1)eHt 1
Ratkaisu: Koska e T e ja yliharmoninen sarja
1
> @
k=1

suppenee, niin tutkittava sarja suppenee itseisesti. Nain ollen se suppenee
myds tavallisessa mielessa.
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2.2 Vuorotteleva harmoninen sarja | uorotteleva harmoninen sarja Il

Itseinen suppeneminen ja (tavallinen) suppeneminen ovat kuitenkin eri

kasitteita: 1o
0.9
Vuorotteleva harmoninen sarja
k=1 k 2 3 4 0.7 VAVAVA'AVAVA'I'A:'. A
suppenee, mutta ei itseisesti (vrt. harmoninen sarja). o6
Ratkaisu: (Idea) Piirretdan osasummien jonon (s,) kuvaaja (seuraava o

sivu) ja tutkitaan erikseen parillisten ja parittomien indeksien osasummia 700 20 30 40 S0 60 70 S0 %0 100
S2n ja S2n41-

Sarjan summa on In2, joka saadaan integroimalla geometrisen sarjan 100 ensimmaista osasummaa; pisteet yhdistetty janoilla havainnollisuuden
summakaava sopivalla tavalla; vrt. harjoitukset? vuoksi.
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2.3 Majorantti ja minorantti | 2.3 Majorantti ja minorantti Il

Edellisen yleistyksena saadaan
Tutki sarjojen

o0 o0
1 . 1
Majoranttiperiaate: Jos |ax| < px kaikilla k ja > 31 px suppenee, niin ; 1+ k3 Ja ; V2
myGs Y pe 4 ak suppenee. i - -
Minoranttiperiaate: Jos 0 < py < ax kaikilla k ja > px hajaantuu, niin suppenemista.
S B B (R Ratkaisu: Koska 1 1
Majorantin perustelu: Koska a, = |ax| — (|ak| — ax) ja 0< 1763 <3 < e

0 < |ak| — ak < 2|ak], niin sarja > ax suppenee kahden suppenevan
positiivisen sarjan erotuksena. Tassakin tarvitaan apuna alkeellisempaa
positiivisten sarjojen majoranttiperiaatetta 2.9; kyseessa ei ole
kehapaattely! Toisaalta —= > % kaikilla k € N, joten jalkimmaisella sarjalla on

kaikilla k € N, niin ensimmainen sarja suppenee majoranttiperiaatteen
nojalla.

Minorantin perustelu: Oletuksista seuraa, ettd sarjan > ax osasummat

. R minoranttina hajaantuva harmoninen sarja. Siispa jalkimmainen sarja
hajaantuvat kohti aaretonta.

hajaantuu.
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2.3 Suhdetesti 2.3 Suhdetestin raja-arvomuoto |

Kaytannossa tarkein tapa suppenemisen tutkimiseen perustuu ns. Lause 2.18
suhdetestiin, jossa sarjan termeja verrataan sopivaan geometriseen .
o . . a .
sarjaan: Jos on olemassa raja-arvo lim g = q, niin
k—oo | ag
sarja Y ak
Jos jostakin indeksistd alkaen on voimassa
suppenee, Jjos0<g<1,
a . .
St <QR<1, hajaantuu, Jjosq>1,
voi olla suppeneva tai hajaantuva, jos q = 1.
niin sarja » ax suppenee (ja "suppenemisnopeus” vastaa geometrista
sarjaa S_ QK tai on vielikin suurempi). Idea: Geometriselle sarjalle kahden perakkaisen termin suhde on g.
Suhdetestin mukaan yleisemmankin sarjan suppeneminen maaraytyy
Perustelu: Sarjan alku ei vaikuta sen suppenemiseen, joten epayhtalo samalla periaatteella kuin geometriselle sarjalle, kun suhdelukuna
voidaan olettaa kaikille indekseille. Tasta seuraa kaytetaan perakkaisten termien suhteen raja-arvoa.
2 k
[ak| < Qlak—1] < @%fak—2| < -+ < Q%aol,
joten sarjalle saadaan suppeneva geometrinen majorantti.
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2.3 Suhdetestin raja-arvomuoto |l 2.3 Suhdetestin raja-arvomuoto IlI

Perustelu: Jos g < 1, niin valitsemalla raja-arvon maaritelmassa
e = (1 — q)/2 > 0 saadaan jostakin indeksistd n. alkaen voimaan

lak+1/ak| <g+e=(q+1)/2=Q <1 Tutki sarjan

ST 12

Talloin tulos seuraa edellisesta lauseesta. e 5 2=
Tapauksessa g > 1 sarjan yleinen termi ei lahesty nollaa, joten sarja k=1
hajaantuu. suppenemista.

Viimeisessa kohdassa g = 1 ei siis saada mitdan tietoa suppenemisesta.
Tama tapaus esiintyy mm. harmonisen (ax = 1/k, hajaantuva!) ja
yliharmonisen (ax = 1/k?, suppeneva!) sarjan kohdalla. Niiss3
tapauksissa suppeneminen taytyy selvittaa jollakin muulla tavalla.

Ratkaisu: Tissi ay = (—1)*t1k/2K, joten

Ak+1
ak

k+1 1.1 1
==+

[ (DK 12 1,
2k 2 2k 2 ’

- (71)k+1 k/2k

kun k — 0o. Suhdetestin perusteella sarja suppenee.
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3.1 Funktiot 3.1 Erilaisia funktioita

n-ulotteinen avaruus
Téassa luvussa kasitellaan reaaliakselin osajoukoissa maariteltyja funktioita
f: A— R. Yleensa funktion maarittelyjoukko Mf = A on jokin vali,
muttei aina.

R" = {(x1,x2,..., %) | xx €R, k=1,2,...,n}.

Tapauksessa n = 2 pisteitd merkitaan usein (x, y) ja tapauksessa n =3
e Avoin vili: ]a, b tai ]a, oo[ tai | — oo, b[ tai ] — 0o, 00[= R. Avoimia muodossa (x, y, z).

valeja merkitaan joskus myos kaarisulkujen avulla. o Yhden muuttujan funktio - A — R, kun A C R.

o Suljettu vili: [a, b]. o Tasokiyran parametrisointi f: [a, b] — R?, jolloin f(t) = (x(t), y(t)).

Puoliavoimet vilit: t b[ tai ]a, b]. - L .
e Fu I vml.r.n v ! T’nuo o2 [a., [ tai Ja, b] ) ) ) o Avaruuskdyran parametrisointi f: [a, b] — R3, jolloin
@ Merkintdja yksinkertaistava sopimus: [a, b] tarkoittaa aina suljettua £(1) = (x(1), y(t), 2(1)).

valia, jonka paatepisteet ovat a, b € R riippumatta siita, mika on

. . . . jan funktio (skalaarikenttd) f: A — R, kun A C R";
lukujen a ja b suuruusjarjestys. Samoin muiden valien kohdalla. © Usean muuttujan funktio (skalaarikentta) P un A C R

funktion arvoa merkitadn f(x, y) tapauksessa n = 2.
o Vektorikenttd F: A — R¥, kun A C R".
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3.2 Jatkuvuus | 3.2 Jatkuvuus Il

Funktion jatkuvuus maaritelladn usein raja-arvon avulla. Jatkuvuus on
kuitenkin raja-arvoa yksinkertaisempi kasite, joten aloitetaan siita.
Muista: Jos a, b € R, niin lauseke |a — b| on pisteiden (= lukujen) a ja b
valinen etaisyys.

Maaritelma 3.1

Olkoon A C R ja f: A — R funktio. Funktio f on jatkuva pisteessa
a € A, kun patee:
Jokaista € > 0 vastaa sellainen 6 > 0, etta

|f(x) — f(a)| <e aina, kun x € A ja |x —a| <.

Lyhyesti: x € Aja |x —a] <6 = |f(x) — f(a)| <e.

Idea: Kun & pienenee, niin § = d. pienenee (jos jatkuvuus voimassa).

alilaskentz 1.9.2019 41
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fla)+€
f(a)
fla)—¢€
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. rMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 2 /

3.2 Jatkuvuus Il 3.2 Jatkuvuus IV

@ Usein funktion maarittelyjoukko A on jokin vali. Talléin jatkuvuutta
voidaan tutkia maaritelman avulla my6s valiin kuuluvassa
paatepisteessd; ehto x € A on olennainen.

@ Jos f on jatkuva jokaisessa maarittelyjoukkonsa pisteessa, niin se on
jatkuva joukossa A (tai lyhyesti: jatkuva).

@ Funktion jatkuvuus voidaan maaritellda myds jonojen avulla. Seuraava
ehto on yhtépitdva varsinaisen € — J-maaritelman kanssa:
Funktio f: A — R on jatkuva pisteessd a € A tasmalleen silloin, kun
patee:
Jos jonolle (ap) on voimassa a, € A kaikilla n ja lim,_,0 an = a, niin
silloin lim,_,00 f(a5) = ().

@ Jonojen avulla kirjoitettuna jatkuvuus tarkoittaa siis yhtaloa

i, F(an) = £( fim_2n).

a (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz

3.3 Trigonometriset funktiot |

Jatkuvia funktioita ovat esimerkiksi
o polynomit: P(x) = cyx" + cpo1x" "1+ + c1x + cp;
o rationaalifunktiot: R(x) = P(x)/Q(x), kun P ja Q ovat polynomeja;
o juurifunktiot: f(x) = xP/9, kun x > 0;
@ trigonometriset funktiot sin, cos, tan ja cot;
@ jatkuvien funktioiden summat, tulot ja osamaarat (maarittelyjoukko!);
@ jatkuvien funktioiden yhdistetyt funktiot.

Perustelut suoraviivaisia, kun jatkuvuutta tutkitaan edellisen sivun

jono-version avulla: tulokset palautuvat jonojen raja-arvojen
ominaisuuksiin.

9.2019
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3.3 Trigonometriset funktiot I

Trigonometriset funktiot miaritellddn yksikkdympyran x? +y2 =1
kaarenpituuden avulla. Jonojen avulla ympyran kaarenpituus voidaan
maaritella alkeellisella tavalla ilman integraalilaskentaa:
Jaetaan tutkittava kaari tasavalisesti 27:3an osaan ja lasketaan vastaavan
murtoviivan pituus a,. Nain saadaan nouseva ja ylhaalta rajoitettu jono,
jonka raja-arvo on kyseessa olevan kaaren pituus. Geometrisella
tarkastelulla jonolle (a,) voidaan esimerkiksi yksikkdympyran neljanneksen
tapauksessa johtaa palautuskaava

22

a0 = V2, ap =2"1[2-2 1727"%

Jono on nouseva, koska 2"-tyyppisessa jaossa kaikki aikaisempien
vaiheiden jakopisteet pysyvat mukana. Ylhaalta rajoittuneisuus nahdaan
helpoiten geometrisesti projisioimalla janat (origosta katsoen) ympyran
ulkopuolelle piirretyn nelion sivuille (katkoviiva), jolloin niiden pituus
kasvaa ja ylarajaksi saadaan 2.
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Janojen projektioista muodostuu musta katkoviiva, joten

a, = janojen pituuksien summa vaiheessa n

< katkoviivan pituus = 2.

rMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz

3.3 Trigonometriset funktiot I

Maaritelma 3.2

Luku 7 on yksikkdympyran puolikkaan kaarenpituus.

Kaarenpituuden avulla maaritellaan kulman yksikké radiaani (lyh. rad),
joka on dimensioton. Trigonometriset funktiot sin x ja cos x maaritellaan
yksikkoympyran kaarenpituuden avulla kaikille x € R.

— (cos x,sinx)

1.9.2019

3.3 Trigonometriset funktiot 1V

Sinin ja kosinin jatkuvuus geometrisesti yksikkdympyran avulla.

(cos y, siny)
. . -x
sin y —sin x { / J
<y-x / (cos x,sin x)
/ /
Ly
| 2t \
| |
,,,,/ —

COS X —COSY< y—x

Jatkuvuus seuraa epayhtaldistd |sinx —sinal < |x — a| ja
|cosx —cosa| < |x— al.

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz

47 | 224 |Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz




3.4 Maksimi ja minimi 3.4 Ominaisuuksia

Olkoon f: A — R. Funktiolla f on pisteessd ag € A

e maksimi eli suurin arvo, jos f(a) < f(ap) kaikilla a € A. Merkitaan

max{f(x) | x € A} tai max f(x).
X€E

@ minimi eli pienin arvo pisteessd a; € A, jos f(a) > f(a1) kaikilla
a € A. Merkitaan

min{f(x) | x € A} tai XmEIR f(x).

Muuttujan arvot ag ja a; ovat funktion f dariarvokohtia. Funktion arvot
f(ao) ja f(a1) ovat funktion aariarvot.

Pekka Alestalo (Aalto-y
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o | perustulos: Suljetulla valilla maaritellylld jatkuvalla funktiolla on
maksimi ja minimi joissakin valin pisteissa.

o |l perustulos (Jatkuvien funktioiden valiarvolause): Suljetulla valilla /
madritelty jatkuva funktio saa kaikki arvot, jotka ovat sen minimin ja
maksimin vélissa. Toisin sanoen: funktion arvojoukko
fll] = {f(x) | x € I'} on myds vali. Tassd muodossa viite patee myos
avoimille tai puoliavoimille valeille / (jolloin maksimia tai minimia ei
aina ole).

o Erityisesti: Jos f: [a, b] — R on jatkuva ja f(a)f(b) < 0, niin
funktiolla f on nollakohta avoimella vililla ]a, b].

o Na&ita asioita kasitellaan yleisemmin kurssilla MS-C1540 Euklidiset
avaruudet, jossa ne myos todistetaan.

Alestalo (Aalto- S-A010X Differentiaali- ja integraalil

3.5 Funktion raja-arvo 3.5 Funktion raja-arvo |

@ Jos AC R jaf: A— R, niin fin kayttaytymista pisteen xg € R
Iahelld voidaan tutkia my6s funktion arvosta f(xp) valittamatta; ei
edes tarvitse olla xp € A. Tall6in on kyseessa funktion f raja-arvo
pisteessa xg.

o Raja-arvo mairitellddn (talla kurssilla) vain sellaisissa pisteissa
X0 € R, joille jokainen vali [xo — d, xg + 0] sisaltaad darettdman monta
joukon A pistettd, vaikka § > 0 olisi kuinka pieni tahansa. Tadm3 on
yhtépitavaa sen kanssa, ettd jokainen vili [xg — d, xo + ] sisaltaa
ainakin yhden pisteen a € A, a # xp. (Tallaisia pisteitd xo kutsutaan
joukon A kasautumispisteiksi. Esimerkiksi avoimen valin
paatepisteet.) Jatkossa oletetaan siis, ettd xo on tillainen piste.
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Maaritelma 3.3

Funktiolla f: A — R on raja-arvo L pisteessa xg € R, jos patee: Jokaista
& > 0 vastaa sellainen § > 0, ettd

|f(x) — L| <e aina, kunx € A ja 0< |x — x| <.

Talloin merkitaan
lim f(x) = L.
X—X0

Lyhyesti: x e Aja0 < |x —a] <d=|f(x) - L| <e.

Huomaa: Ehdon 0 < |x — x| ainoa tarkoitus on rajata mahdollinen
funktion arvo f(xp) pois kasittelystd; ts. ehtoa tutkitaan vain tapauksessa
X # Xp-

S-A010X Differentiaali- ja integra. 1.9.2019

3.5 Funktion raja-arvo Il

Idea: Mita pienempi € > 0 on annettu, sita pienempi 0 > 0 taytyy valita;
onnistuu aina, jos raja-arvo on olemassa.

)

L+¢€

L-¢

X=8 X, Xot8
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3.5 Laskusaantoja

Jos
Xlljlo f(x)=a ja XI|Hrr)1(og(x) = b,
niin
. - . - . f(x) _a,
Xll_mo(f(x) +g(x)) =a+ b, XIl_}n)(0 f(x)g(x) = ab, ><I|—>n>1<0 200~ b

viimeisen kohdalla oletetaan b # 0 (jolloin g(x) # 0 pisteen xo "ldhelld”).

Vastaavat tulokset ovat voimassa myds toispuoleisille raja-arvoille.
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3.5 Toispuoleiset raja-arvot

Vastaavalla tavalla saadaan myos toispuoleiset raja-arvot

lim f(x) ja

X—=x0+ xhr;;— f(X)7

kun epayhtdlé 0 < |x — x| < d korvataan epdyhtaldllda 0 < x — xp < J tai
0 < xg — x < . Nama voidaan tulkita myos tavallisen raja-arvon
erikoistapauksina, kun funktion maarittelyjoukoksi muutetaan AN |xg, oo[
tai AN ] — oo, xol.

Jos funktio f on maaritelty joukossa [xo — 0, x0 + 6] \ {xo}, niin raja-arvo
Jim £(x) =L
on olemassa tasmalleen silloin, kun

th)2+ f(x) = Xﬂ)z\(’;_ f(x)=L.
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3.5 Funktion raja-arvon suppiloperiaate |

Jos
A, F0 = i g =L
Ja f(x) < h(x) < g(x) kaikilla 0 < |x — xo| < 4, niin

lim h(x)= L.

X—rX0

Tamakin tulos on voimassa myds toispuoleisille raja-arvoille.

1.9.2019




3.5 Funktion raja-arvon suppiloperiaate |l

3.5 Funktion raja-arvon suppiloperiaate |

Osoita, etta

. sinx
lim — =1.
x—0 X

Ratkaisu: Geometrinen tarkastelu yksikkdympyran avulla (seuraava sivu)
johtaa epayhtaloon
. sin x
sinx < x <tanx = s
cos X

kun 0 < x < /2, joten
sin x -
cosx < —— < 1 kaikilla 0<x < 7/2.
X
Koska cos x ja lauseke (sin x)/x ovat parillisia, niin sama epayhtalé on

voimassa kaikilla 0 < |x| < 7/2. Koska cosx — cos0 = 1, kun x — 0, niin
vaite seuraa suppiloperiaatteesta.
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sin x

=

sin x < x < tan x
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3.5 Jatkuvuus ja raja-arvo 3.5 Funktion jatkaminen

Lause 3.8

Jos funktion f maarittelyjoukko Mg on vali, niin funktion f jatkuvuus
pisteessa xo € M¢ on yhtapitavaa sen kanssa, etta

XIL'nlo f(x) = f(xo)-
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3.5 Raja-arvon yleistykset

Jos f: A — R on jatkuva, xp € A on joukon A kasautumispiste ja

lim,_,, f(x) = L, niin voidaan méritelld uusi funktio f:A->R,

A=AU{xp}, asettamalla
?“):{fuy kun x € A

L, kun x = xp.

Talldin f on jatkuva. Usein merkitdan hiukan epatasmillisesti f = f.

Funktio

on jatkuva koko reaaliakselilla.

1.9.2019
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4.1 Derivaatta

My0s seuraavat kasitteet voidaan maaritella tasmallisesti:
lim f(x) = +oo, lim f(x)=L, lim f(x)=+oc0, jne.
X—X0 ( ) 7 x—doo ( ) 7 x—doo ( ) »

Esimerkiksi
lim f(x) = oo,
X—rXo

jos patee: Jokaista M € R vastaa sellainen 0 > 0, etta
f(x) > M aina, kunx € A ja 0<|x— x| <.

Raja-arvo limy_, f(x) on tarked mm. epioleellisen integraalin yhteydessa.
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4.1 Derivaatan maaritelma

Maaritelma 4.2

Oletetaan, ettd funktio f on maaritelty jollakin valilld |xo — 4, xo + d[. Sen
derivaatta pisteessd xp on

f(xo + h) — f(x0) f(x) — f(xo)
h

X — X0

X—¥X0

f'(x) = lim
( ) h—0 ’
jos raja-arvo olemassa. Funktio on derivoituva, jos silla on derivaatta

jokaisessa maarittelyjoukon (= avoin vali) pisteessa.

Huomaa yhteys: x =xp+h < h=x— xp.
Merkintoja:

mm:mm:% Cp—pr=9

X=Xp
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Erilaisia |ahestymistapoja:
o geometrinen (kdyran tangentti sekanttien raja-asentona)
f(x) g

I |
b
I X, Xgh

X

o fysikaalinen (ajasta riippuvan funktion hetkellinen muutosnopeus).

Kappaleen 1-ulotteisen liikkeen paikkakoordinaatti on x = x(t) hetkella t.
Sen hetkellinen nopeus on keskinopeuksien raja-arvo:

()= Jm, S5
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4.1 Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos funktion derivaatta f’(x) on maaritelty jollakin avoimella valilla
]xo — &,x0 + &[, niin voidaan tutkia funktion f’ erotusosam3aaraa pisteessa
Xo. Niin saadaan toisen kertaluvun derivaatta (second order derivative)

o
dx?

X=X0

f//(Xo) = sz(Xo) =

Jatkamalla samaan tapaan voidaan maaritelld korkeamman kertaluvun
derivaatat (x), f®(x),...

Derivaatta f’(x) liittyy funktion kasvunopeuteen ja toinen derivaatta f”(x)
funktion kuvaajan kaarevuuteen. Toisen kertaluvun derivaattoja esiintyy
monien luonnontieteen ja tekniikan ilmididen matemaattisissa malleissa
(differentiaaliyhtalt kurssin lopussa). Korkeamman kertaluvun
derivaattoja tarvitaan mm. seuraavan luvun Taylor-polynomien yhteydessa.
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4.1 Jatkuvasti derivoituvat funktiot® 4.1 Linearisointi ja differentiaali

Merkinta:
C"(la,b[) = {f: ]a,b[—= R | f on n kertaa derivoituva vililla ]a, b|
ja £ on jatkuva} f'(x0) =

Derivaatan maaritelma johtaa approksimaatioon

f(x) — f(xo

)= F00) £y ~ (o) + F(0) (x — 50)
X — X0

Tallaisia funktioita kutsutaan n kertaa jatkuvasti derivoituviksi.

. Oikean puoleinen lauseke on funktion f linearisointi eli differentiaali

pisteessa xp. Sille kdytetddn merkintad df.

Linearisoinnin kuvaaja

Yleinen vaarinkasitys: Derivoituva funktio f on aina jatkuva (lause 4.5),
mutta itse derivaatta f’ ei valttamatta ole jatkuva funktio. Tyypillinen
esimerkki on paloittain maaritelty funktio f: R — R,

— U _
F(x) x?sin(1/x), x#0 y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
X) =
0, x=0. on funktion kuvaajan pisteeseen (xp, f(xp)) asetettu tangenttisuora.
Derivaattaa kohdassa x = 0 taytyy tutkia maaritelmas kiyttimall3, jolloin Differentiaalin merkitys tulee paremmin esille vasta usean muuttujan
nihdaan, ettd f'(0) = 0. Sen sijaan raja-arvoa funktioiden yhteydessa.

lim (x) Myéhemmin ké;itelléén funktion f approk.simointia my0s korkeamman
x=0 asteen polynomien avulla (Taylor-polynomi).

ei ole olemassa.
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4.1 Derivaatan fysikaalinen tulkinta 4.2 Laskusaantoja

o Lineaarisuus
D(f(x) + g(x)) = f'(x) + &'(x)
D(cf(x)) = cf’(x), kun ¢ € R on vakio

@ Jos x = x(t) on kappaleen yksiulotteisen liikkeen paikkakoordinaatti o Tulon derivoimissiants

hetkelld ¢, niin sen hetkellinen nopeus on v(t) = x/(t) = x(t). Naista
viimeinen on tavallinen merkint3 fysiikassa. D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
o Vastaavalla tavalla a(t) = v/(t) = x”(t) = x(t) on kappaleen

. . o Osamaaran derivoimissdanto
hetkellinen kiihtyvyys.

/ _ /
@ Yleisemmin: Ajasta riippuvan funktion f(t) hetkellinen muutosnopeus D <M> = M, g(x)#0
on F(t). g(x) g(x)
o Esimerkki: f(t) = lampétila hetkell3 t, jolloin /(t) = lzmpotilan o Yhdistetyn funktion derivoimissaanto
muutosnopeus hetkelld ¢ (yksikkona esim. °C/s). D(f(g(x))) = f'(g(x))&'(x)

Talle kdytetdan nimitystd ketjusdanté = Chain Rule; nimen tausta
liittyy osittaisderivaattoihin, joista lisda kurssilla Differentiaali- ja
integraalilaskenta 2.
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4.2 Eraita derivaattoja Erikoistapauksen perustelu

o D(vakiofunktio) =0

Johda funktion f(x) = x? derivaatta kohdassa xo.
o D(x") ="t r#0

Ratkaisu: Erotusosamaara on sievennettyna

@ D(sinx) = cosx, D(cosx) = —sinx
fo+h) —fx)  (o+h?—x  xg+2xoh+h— 3
o D(tanx) =1+tan’x = , kun x # w/2 + nm h - h - h
cos? x
= 2x0+ h,
e De*=¢e*, DIn|x| =1/x, kun x # 0
(n&ihin palataan mydhemmin) joten rajalla h — 0 saadaan derivaataksi f'(xo) = 2xo.

Derivaattafunktion lauseke on siis muotoa f'(x) = 2x, kun x € R.
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Hankalampi perustelu | Hankalampi perustelu Il
Esimerkki 4.4
Johda funktion f(x) = sin x derivaatta kohdassa xp. Raja-arvo

. sinh
Ratkaisu: Erotusosamaira saadaan yhteenlaskukaavan avulla muotoon ATOT =1
sin(xo 4+ h) —sin(xo) _ sinxgcos h+ cos xp sin h — sin xg johdettiin aikaisemmin geometrisesti ja suppiloperiaatteen avulla.
h N h Koska (muista sin? h+ cos? h = 1)
sinh cosh—1
cosxo —, +sinxo h cosh—1 _ (cosh—1)(cosh+1)  cos?h—1
h N h(cosh+1 " h(cosh+1
Koska (perustelut aikaisemmin/seuraavalla sivulla) . ( . ) ( )
- sin h sin h o1 0*0
. sinh .. cosh—1 h cosh+1 2 ’
im — =1 ja lim ———— =0,
h—0 h h—0 h

kun h — 0, niin saadaan jalkimmainen raja-arvo.
niin derivaataksi saadaan f/(xp) = cosxp - 1 + sin xp - 0 = cos xo.
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4.2 Esimerkkeja 4.3 Osittaisderivaatta

Useissa sovelluksissa esiintyy kahden tai useamman muuttujan funktioita

Kaytannossa derivaatat voidaan laskea laskusdantojen ja tunnettujen kuten u(x,t) = sinxcost, joita tiytyy derivoida eri muuttujien suhteen.
derivaattojen avulla: Talldin on kyseessa osittaisderivaatta, joka lasketaan tavallisten
° D(x3 —4x% + 6) =3x% - 8x derivoimissaantdjen avulla tulkitsemalla muut muuttujat vakioiksi tai
1 /2 , 5x parametreiksi. Esimerkiksi
2) — 2)-1 _
oD(\/1+5x)72(1+5x) D(1+5X)7W ou Pu 9 (ou '
Uy = & = COSXCOSt, Uy = ﬁ = & <§> = —sInXxcost
o D(x%cos(3x)) = D(x?) cos(3x) + x*>D(cos(3x))
= 2x cos(3x) + x*(—sin(3x) - D(3x)) ja
= 2x cos(3x) — 3x?sin(3x)
ou . ) Pu 9 (Ou .
° D(sin(l/x)) = cos(1/x)D(1/x) uy = En = —sinxsint, uy = 2 = ot <E> = —sinxcost
= cos(1/x) - (=1/x?)
= —cos(1/x)/x?, kun x #0 ylld mainitussa esimerkissa.

Aiheesta lisaa kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 2.
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4.4 Yleisia tuloksia | R SEROISSER

Olkoon f: [a, b] — R.

Lause 4.6 (Rollen lause)

Jos f on derivoituva pisteessi xy € |a, b[, niin se on jatkuva pisteessa xo. Jos f on derivoituva paikallisessa d&riarvohdassa xo € ]a, b, niin f'(xg) = 0.

Perustelu: Seuraa derivaatan maaritelmasta, koska Perustelu: Erotusosamairan toispuoleiset raja-arvot ovat erimerkkiset
aikallisessa aariarvokohdassa, esim. paikalliselle maksimille

F(xo + h) — F(x0) , P P

—— > = f(x0)+elx,h)

h f(xo+ h) — f(x0)  negatiivinen tai nolla
= f(xo+h)—f(x0) = f'(x0)h+ he(xo, h) h = positivinen 0, kun h >0,
= f(xo+h) =f(x)+ f'(x0)h+ he(xo, h) f(xo+ h) — f(xo) negatiivinen tai nolla 0. kun h< 0
= u
= fl]imo f(xo+ h) = f(x0)- h negatiivinen ’
—

Tassa e(xo, h) on raja-arvoon liittyva virhetermi, jolle e(xo, h) — 0, kun Ja [h| on niin pieni, etta f(xo) on maksimi valilla [xo — h,xo + h].

h— 0.
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Viliarvolauseen todistus: Sovelletaan Rollen lausetta apufunktioon

Jos f on jatkuva vililld [a, b] ja lisiksi derivoituva avoimella valilla ]a, b], F(b) — £(a)

niin on olemassa sellainen piste ¢ € |a, b, ettd g(x) =f(x) b a (x —a) — f(a),
f'(c) = M7 ts. f(b)—f(a)=f'(c)(b— a). joka toteuttaa g(a) = g(b) = 0. Sen paikallisessa dariarvokohdassa
—a

c €]a, b[ patee g'(c) =0 & f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

y y

janan pituus = 18(x)]

y=f®
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4.4 Valiarvolauseen seurauksia 4.4 | 'Hospitalin saanto |

Raja-arvojen laskeminen derivaatan avulla; erilaisia versioita mm. tyyppia
"0/0" tai "oo/oc" oleville raja-arvoille; my6s toispuoleisille.
Tarkein tapaus:

© Jos /(x) = 0 kaikissa avoimen valin pisteissé x, niin f on

vakiofunktio talla valilla. Oletetaan, ettd f(xp) = g(x0) = 0 ja funktiot f, g ovat derivoituvia
o Jos f'(x) > 0 jollakin valill3, niin f on kasvava till3 valills; Jollakin valilla 1xo — 0, x0 + 8[. Jos
jos f'(x) < 0 jollakin valilld, niin f on vaheneva talla valilla. F(x)
o Jos edellisen kohdan liséksi f'(x) = 0 ainoastaan yksittaisissa X'jlo g'(x)
pisteiss3, niin f on aidosti kasvava/vaheneva.
Esimerkki: f(x) = x3. on olemassa, niin
f f'(x)
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4.4 'Hospitalin saanto |l

4.4 L'Hospitalin saanto Il

Perustelu:
Erikoistapauksessa g’(xo) # 0 perustelu on lyhyt:

f(x) _ f(x) — f(x0) _ (f(x) — f(x0))/(x — x0) '(xo0)
g(x)  g(x)—glo) (g(x)—g(x0))/(x —x) ~ &'(x)
kun x — xp.
Yleisessa tapauksessa tarvitaan ns. yleistettya valiarvolausetta, jonka
mukaan
) _ 7o)
g(x)  g'(c)

jossakin pisteessd ¢ € ]xp, x[. Talldin osoittajassa ja nimittdjassa on sama
piste c, joten edes derivaattojen jatkuvuutta ei tarvita!

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differenti:

tegraalilaskentz 1.9.2019

4.4 Airiarvotehtavat |

Esimerkki 4.9

Laske raja-arvo lim
x—0

Ratkaisu: Koska sin(4x)/x on muotoa "0/0" kohdassa x = 0, niin
voidaan (yrittad) soveltaa L'Hospitalin saantoa:

lim sin(4x) — lim 4 cos(4x) _4
x=0 X x—0 1

Koska derivoidulla muodolla on raja-arvo 4, niin lasku on pateva.

Huom. 1: Jos derivoitu raja-arvo on edelleen muotoa "0/0", niin sadnt63
voidaan yrittaa kayttaa toisen (tai useamman) kerran.

Huom. 2: Muoto "0/0" on aina tarkistettava:

Cos X —sinx

0.

lim # lim

x=0 X x—=0
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4.4 Airiarvotehtavat |l

Seuraavassa A C R on vili.

o Funktiolla f: A — R on paikallinen maksimi/minimi pisteessd xp € A,
jos xp on funktion f maksimi-/minimikohta jollakin vélilla
Aﬂ[Xo —5,X0+5].

o Paikallinen aariarvo = paikallinen maksimi tai minimi; voi esiintya
myds maarittelyvalin paatepisteessa.

@ Paikallinen dariarvo voi tulla
(i) derivaatan nollakohdassa
(i) maarittelyvalin paatepisteessa, tai
(iii) sellaisessa kohdassa, jossa funktio ei ole derivoituva.

o Jos tiedetddn etukiteen, ettd funktiolla on maksimi/minimi, niin
etsitadn kaikki mahdolliset paikalliset dariarvokohdat (vrt. edellinen),
lasketaan niissd funktion arvot ja valitaan naista suurin/pienin.

1.9.2019

Esimerkki 4.10

M3arita funktion £: [0,2] — R, f(x) = x3 — 6x, suurin ja pienin arvo.

Ratkaisu: Koska kyseessa on suljetulla valilla jatkuva funktio, niin silla
on maksimi ja minimi. Koska funktio on derivoituva, niin riittaa tutkia
valin paatepisteet ja ne derivaatan nollakohdat, jotka ovat maarittelyvalin
sisalla.

Derivaatan nollakohdat: f’(x) = 3x?> — 6 = 0 <> x = +1/2. Koska

—V/2 € [0,2], niin lasketaan arvot f(0) = 0, f(v/2) = —4v/2, f(2) = —4,
joista voidaan valita funktion pienin arvo —4+/2 ja suurin arvo 0.

1.9.2019
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4.4 Kuperuus 5.1 sin-funktio ja polynomit

Kupera eli konveksi alue D C R?: jos x,y € D, niin my6s niiden
vélinen yhdysjana [x,y] C D

Vililla I C R maaritelty funktio on kupera eli konveksi, jos sen
kuvaajan ylapuolinen tasoalue on kupera; tahan riittaa se etta
kuvaajalle piirretyt sekantit ovat aina kuvaajan ylapuolella, kaavana

(1= t)x+ty) < (1—t)f(x)+ tf(y), kun x,y € I,t € [0,1].

Erityisesti: jos f”(x) > 0 koko vililld, niin f on konveksi

Funktion kaannepiste: kohta, jossa kuvaajalla on tangentti ja funktion
kuperuussuunta vaihtuu. Esimerkiksi, jos f”(x) vaihtaa merkkia.

Jos funktion f derivaatan nollakohdassa xo on f”'(xp) < 0, niin
kyseessd on paikallinen maksimi; jos ”(xg) > 0, niin kyseessa on
paikallinen minimi. Tapauksessa f”(xp) = O tilannetta taytyy tutkia
tarkemmin.

1.9.2019

Verrataan funktion sin x kuvaajaa (punainen) polynomien

(_l)nx2n+1
@2n+1)!

\ : /
4n -3~"2n -m \c 2n 3n~4n 4n -3n —27{ -n ©<"2n  3n~%4n
x
2 2 /
LN,
-4n —Sn\/zn - n~2r  3n~%n 4n/ 3n~2n -m T 3nan
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5.1 Taylor-polynomi | 5.1 Taylor-polynomi |l

@ Taylor-polynomi Pp(x; xg) = funktion paras n-asteinen
polynomiapproksimaatio (derivoinnin kannalta) pisteen x lahelld.
Maclaurin-polynomi: tapaus xg = 0.

@ Jos f on n kertaa derivoituva pisteessa xp, niin polynomilla

Pa(x) = Pu(x;x0)
f"(x0)

or (X )

= f(x0)+ f'(x0)(x — x0) +

- (x —x0)"

on pisteessa xp samat derivaatat kuin f:113 kertalukuun n saakka.
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o Taylorin kaava: Jos derivaatta ("1 on olemassa ja se on jatkuva
funktio jollakin valilla I =]xg — d, xo + d[, niin
f(x) = Pn(x; x0) + En(x) ja virhetermille E,(x) patee

f(n+1)(c)

E0) =T

(X _ Xo)n+1

jossakin pisteessa ¢ € [xo,x] C /. Jos on olemassa indeksista n
riippumaton vakio M, jolle |f("*1)(x)| < M kaikilla x € /, niin tallgin

M
|En(x)] < m\xfxo\”“ — 0,

kun n — oo.

o Kaavan todistus sivuutetaan (induktio tai integraalin avulla).
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5.1 Taylor-polynomi IlI

5.1 Taylor-polynomi IV

o Eraita Maclaurin-polynomiapproksimaatioita:

1 2 ~
T = 1+x+x +---+x":2x
k=0
X1 1, 13 1., “ Xk
e = +X+ix +ax +~~+Hx = m
k=0
1 1 _1)n-1 n(_1)k-1
In(l+x) =~ X7§X2+§X3*---+( 3 x"= ( z xk
k=1
: ~ s, 15 (1" s~ (D
SINXC R XX @2n+ 1) *g(zkﬂ)!x
~ 1o 1, (D" 20 -~ (EDF
cosx ~ 1 T +Ex — @n)! ZO @h)]
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ylor-polynomi ja aariarvot |

Funktion derivaatan nollakohdassa xp myos osa korkeammista
derivaatoista voi olla nollia:

Flxo) = F"(x0) = - = FD(x0) = 0, FIM D (x) #£ 0.

Talloin funktion kaytos kohdan x = xg lahellda maaraytyy Taylor-polynomin
(vakion f(xp) jalkeen) johtavasta termista

Tama johtaa seuraavaan tulokseen:
@ Jos n on parillinen, niin kohdassa xg ei ole paikallista dariarvoa.
o Jos n on pariton ja f("1)(xg) > 0, niin kohdassa xo on funktion f
paikallinen minimi.
e Jos n on pariton ja f("1(xg) < 0, niin kohdassa xo on funktion f
paikallinen maksimi.

1.9.2019
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Kuinka mones polynomi P,(x) approksimoi funktiota sin x valilla [—, 7]
niin hyvin, etta virheen itseisarvo on alle 10767

Ratkaisu: Kaytetddn Taylorin kaavaa tapauksessa f(x) = sinx ja xo = 0.
Tallgin [F("1)(c)| < 1 indeksistd n ja pisteestd c riippumatta. Lisaksi
tutkittavalla valilla patee [x — xp| = |x| < 7. Vaatimus toteutuu ainakin
silloin, kun

1 _
|En(x)] < mw"ﬂ <1078

Epayhtalo taytyy ratkaista kokeilemalla: se toteutuu arvoilla n > 16.
Vaadittu tarkkuus saavutetaan siis polynomilla Pig(x), joka on tassa
tapauksessa sama kuin Pis5(x).

Tarkistus kuvaajista: Pi3(x) ei riitd, joten teoreettinen ylaraja on tarkka!
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5.2 Newtonin menetelma |

@ Ensimmaisen asteen Taylor-polynomi Pi(x) = f(xp) + f'(x0)(x — xo)
on sama kuin funktion f linearisointi pisteen xp suhteen. Sita voidaan
kayttaa erilaisissa arvioissa ja numeerisissa menetelmissa.

@ Newtonin menetelma: Yhtilo f(x) = O ratkaistaan likim3araisesti
valitsemalla alkupiste xg (esimerkiksi kuvion perusteella) ja
maarittelemalla

f(xn)

= )
n

kun n=0,1,2,... Na3in saadaan lukujono (xp, x1, X2, . .. ), jonka
termit yleens3 antavat yha parempia likiarvoja funktion f
nollakohdalle.

o Palautuskaava perustellaan geometrisesti etsimalla funktion
nollakohtaa sen linearisoinnin (eli tangentin) avulla.

Alestalo (Aalto-ylic 1.9.2019
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5.2 Newtonin menetelma || 5.3 Taylor-sarja |

Maarita luvun v/2 likiarvo kayttamalla Newtonin menetelmas.

Ratkaisu: Kiytetddn Newtonin menetelmia funktiolle f(x) = x> — 2 ja
alkuarvoa xp = 2. Palautuskaava tulee muotoon

x2—-2 1 N 2
= — | x —
2% 2\ x, )
josta saadaan x; = 1,5, xo ~ 1,41667, x3 ~ 1,4142157 jne.
Kokeilemalla todetaan, etta oikeiden desimaalien lukumaara suunnilleen

kaksinkertaistuu jokaisella askeleella ja x7 tuottaa jo lahes 100 desimaalia
oikein, kunhan valivaiheet lasketaan riittavalla tarkkuudella.

Xn+1 = Xn —

1.9.2019

@ Jos Taylorin kaavan virhetermi E,(x) |ahestyy nollaa, kun n kasvaa,
saadaan Taylor-polynomin raja-arvona funktion f Taylor-sarja (=
Maclaurin-sarja, jos xp = 0).

@ Taylor-sarja on siis muotoa

o0 n
f(k) (Xo) k .
Z K (x=x)" = ,,I'JEOZ K|
k=0 k=0
Tama on esimerkki yleisesta potenssisarjasta, joita esiintyy monien
alkeisfunktioiden yhteydessa.
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5.3 Taylor-sarja |l 5.3 Taylor-sarja Ill

@ Taylor-sarja voidaan muodostaa aina, kun funktiolla  on kaikkien
kertalukujen derivaatat pisteessa xg ja ne sijoitetaan ym. kaavaan.
Tahan liittyy kuitenkin kaksi ongelmaa:

o Suppeneeko Taylor-sarja kaikilla muuttujan arvoilla?
Vastaus: Ei aina; esimerkiksi funktion

1

f(x) = ——

=1

Maclaurin-sarja (= geometrinen sarja) suppenee vain arvoilla
—1 < x < 1, vaikka funktio on derivoituva kaikilla x # 1:

1
=1 x XXX

flx) = 1-x

1.9.2019
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o Jos sarja suppenee jollakin x, niin onko sarjan summa sama kuin f(x)?
Vastaus: Ei aina; esimerkiksi funktiolle

—1/x%
Flx) = {e , x#0,
0, x =0,

pitee f(K)(0) = 0 kaikilla k € N (hankala, mutta periaatteessa
alkeellinen lasku). Nain ollen sen Maclaurin-sarja on identtisesti nolla ja
suppenee kohti arvoa f(x) ainoastaan pisteessad x = 0.

0.7

0.5

0.3
i 0.1 ! i .
-1 0 1 2

Johtopaatds: Taylor-sarjoja pitdisi tutkia tarkasti virhetermien jms.
avulla. Kaytanndssa sarjoja muodostetaan kayttamalla apuna
muutamia tunnettuja sarjakehitelmia.
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5.3 Taylor-sarja IV 5.3 Taylor-sarja V

o Esimerkkeja (eksponenttifunktioon palataan viela myéhemmin):
Viimeinen on nimeltddn binomisarja ja se on voimassa kaikilla r € R.
o Jos r = n € N, niin sarjan kertoimet ovat nollia summausindeksista
- 1 _ Zxk’ x| <1 k = n+ 1 lahtien, ja alkuosan kertoimet ovat muotoa
— X
0 (ﬁ nl n(n—1)(n=2)...(n—k+1)
1 = = .
e = Zﬁxk’ x€R k k!(n— k)! k!
k:OO (—1)* Vertaa binomikaavaan:
: _ - 2k+1
sinx = X xeR
;(2k+1)! 7 (a+b)”:i<n>a"’kbk:a"+na"’1b+~~+b”
P )
00 k —
-1 k=0
cosx = Z( k)lx2k" x €R
= (2K)! kun n € N. Lisitietoja:
o0
-1)(r—2)...(r—k+1
(1+X)' _ 1+Zf(r )(r I)(| (f + )Xk, |X‘<l
k=1 ’
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5.4 Potenssisarja | 5.4 Potenssisarja Il

@ Potenssisarja on muotoa

o0 n oo

k : k - . . L k
Z ck(x = x0)" = n'LmooZ ck(x — x0) Milld muuttujan x arvoilla potenssisarja Z 2—kxk suppenee?
k=0 =0 k=1

oleva sarja. Piste xo on sarjan keskus ja luvut ¢ sarjan kertoimia. Ratkaisu: Tutkitaan suppenemista suhdetestin avulla, kun ag = kx* /2K,

o Sarja suppenee arvolla x, jos ylla oleva raja-arvo on madritelty. Tallsin

Timin suhteen on vain kolme erilaista tapausta (Abelin lause): aen | [(KH LX</ ko 1| | = x|
- - L . , ax Kk /2K 2k 2
e sarja suppenee vain arvolla x = xp (jolloin sarjassa esiintyy vain
vakiotermi co) kun k — co. Suhdetestin perusteella sarja suppenee, kun |x|/2 < 1, ja

e sarja suppenee kaikilla x € R
o sarja suppenee jollakin valilld ]xo — R, xo + R[ (ja mahdollisesti yhdessa
tai molemmissa paatepisteissd), mutta hajaantuu muilla x:n arvoilla.

hajaantuu, kun |x|/2 > 1. Rajatapauksissa |x|/2 = 1 < x = £2 sarjan
yleinen termi ei lahesty nollaa, joten sarja hajaantuu.

Tulos: Sarja suppenee vililla —2 < x < 2 ja hajaantuu muulloin.
Luku R on potenssisarjan suppenemissade.

Sopimus: R = 0 tai R = oo muissa tapauksissa.
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5.4 Potenssisarja Ill 5.4 Potenssisarja IV

@ Suppenemisvililld / tulee siis maariteltya funktio f: | — R,

M33rita potenssisarjan 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + ... summafunktio.

o0
K
f(x) = Z k(x —x0)% 1 Ratkaisu: Tutkittava sarja on saatu derivoimalla termeittdin geometrinen

k=0 sarja, jonka suhdelukuna on muuttuja x. Nain ollen

joka on nimeltaan sarjan summafunktio. 5 3 5 3 4
142x+3x“+4x°+... = D(1+x+x"+x"+x"+...
@ Potenssisarjan summafunktio f on vililla [xo — R, xo + R[ jatkuva ja d( 1 1 )

derivoituva. Lisaksi derivaatan f’(x) voi laskea derivoimalla sarjaa (1) = & <1—> =T
termeittiin: AL TX 1-x)

o0
f'(x) = Z keg(x — Xo)k71< Kertomalla tulos puolittain muuttujalla x saadaan mm.
=1 todennakoisyyslaskennassa geometriseen jakaumaan liittyva summakaava

Huomaa, ettd vakiotermi ¢y derivoituu pois eli summa alkaa o0 X
indeksista k = 1. Lisaksi derivoitu sarja suppenee samalla valilla Z ok =x+2x2 433 +axt - = W7
X €]xo — R, xo + R[; tdm3 on hieman yllattavaa (?7) kertoimen k k=1

vuoksi.

joka on voimassa arvoilla |x| < 1.
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5.4 Potenssisarja V 5.4 Potenssisarja VI

o Tapauksessa [a, b] C |xo — R, xo + R[ potenssisarjan (1) voi myds

integroida termeittain:
Laske vuorottelevan harmonisen sarjan summa.

b 0 b
k
/ f(x) dx = Z Ck/ (x — x0)" dx. Ratkaisu: Sijoitetaan aluksi geometrisen sarjan suhdeluvuksi g = —x,
: k=0 2 jolloin saadaan

Usein integrointi voidaan ulottaa myos suppenemisvalin 1 1

paatepisteeseen saakka, mutta tama ei aina pida paikkaansa. T—x+x3—x34xt = = m = Tix
Tilannetta taytyy siis tutkia tapauskohtaisesti.
Integroimalla kaavan molemmat puolet valilld 0 < x < 1 saadaan haluttu

tulos
1 1 1 1
-S4 — 4=
0

—In2.
2737 % 4

14+ x

Tassa integroinnin ulottaminen suppenemisvalin paatepisteeseen x = 1
pitdisi perustella tarkemmin. Integraaliin ja logaritmiin palataan
myShemmin kurssilla.
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6.1 Funktio | 6.1 Funktio Il

Tama luku sisaltaa tarkennuksia ja lisdyksia funktioihin liittyviin
kasitteisiin. Kaikkia kohtia ei kasitella luennolla, mutta osaan niista
palataan tarvittaessa myohemmin.

o Funktio f: A — B on saanto, joka liittaa jokaiseen joukon A alkioon
a tasmalleen yhden B:n alkion b. Merkitadn b = f(a).

@ Tassda A = Mr on f:n madrittelyjoukko ja B on f:n maalijoukko.

@ Funktion f arvojoukko (eli kuvajoukko) on B:n osajoukko
fl[A] = {f(a) | a € A}.

o Esimerkiksi funktion f: R — R, f(x) = x2, maalijoukko on R, mutta
sen arvojoukko on f[R] = [0, ool.
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6.2 Kaanteisfunktio |

@ Funktio f: A— Bon

injektio, jos eri pisteissd saadaan eri arvot, ts.

x# xe = fx) # f(e), ts.

f(x1) = f(x2) = x1 = x.

surjektio, jos arvojoukko on sama kuin maalijoukko, ts. f[A] = B.
bijektio, jos se on sekd injektio ettd surjektio.

o Huom: Funktiosta tulee surjektio, kun maalijoukko kutistetaan
mahdollisimman pieneksi, eli jatetdaan pois kaikki ne pisteet, jotka
eivat ole funktion arvoja.

@ Toinen tapa maaritelld nama kasitteet perustuu yhtalon ratkaisujen
lukumaaran tutkimiseen: Jos y € B on kiintea, niin yhtalolla
y = f(x) on

o korkeintaan yksi ratkaisu x € A, jos f on injektio
o ainakin yksi ratkaisu, jos f on surjektio
o tasmalleen yksi ratkaisu, jos f on bijektio.
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6.2 Kaanteisfunktio Il

o Kainteisfunktion derivaatta: Olkoon f: ]a, b[—]c, d[ derivoituva
aidosti monotoninen surjektio, jolloin f:1la on kaanteisfunktio
f~1: ]c,d[—]a, b[. Talldin kuvaajat y = f(x) ja y = f~1(x) ovat
toistensa peilikuvia suoran y = x suhteen ja

—1y/ 1
L
jos f'(f~1(x)) # 0.

Huom: f/(f~1(x)) = funktion f derivaatta laskettuna pisteessi
f1(x).
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6.3 Trigonometriset funktiot: Kertausta Il

@ Ominaisuuksia (perustelut yksikkdympyrastal):
e sin0=0,sin(7/2) =1
e cos0 =1, cos(r/2) =0
e sin ja tan ovat parittomia funktioita, cos on parillinen:

sin(—x) = —sinx,
cos(—x) = cosx,
tan(—x) = —tanx

o sin’x 4 cos? x = 1 kaikilla x € R

@ Yhteenlaskukaavat:

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny,

cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny

Perustelu geometrisesti tai helpommin vektoreiden ja matriisien avulla.
(Kaikkien eri tapausten kisittely geometrisesti on hieman ty6lasta)
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o Edellisen esimerkin funktio voidaan toki maaritelld suoraan muodossa
f: R — [0,00[, f(x) = x2, jolloin arvojoukko on sama kuin
maalijoukko. Nain voidaan periaatteessa menetella kaikkien
funktioiden kohdalla, mutta se ei yleensa ole kdytanndllista.
Esimerkki: Yrita tehda sama funktiolle f: R — R,

f(x) =x0+x2+x, xR,

o Jos funktion maarittelyjoukko A C R, niin kyseessa on yhden

muuttujan funktio, joita talla kurssilla kasitellaan.

@ Jos AC R", n> 2, niin kyseessa on usean muuttujan funktio, joita
kasitelldan kursseilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 2-3.
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6.2 Kaanteisfunktio Il

o Jos f: A — B on bijektio, niin silla on kaanteisfunktio f~1. B — A,
joka mairiytyy ehdosta y = f(x) < x = f~1(y).

o Kaiinteisfunktiolle pitee f~1(f(a)) = a kaikilla a € A ja
F(FL(b)) = b kaikilla b € B.

o Kaanteisfunktion kuvaaja on alkuperdisen kuvaajan peilikuva suoran
y = x suhteen. Perustelu: piste (a, b) on funktion f kuvaajalla <
b= f(a) & a= f1(b) & piste (b, a) on funktion £~ kuvaajalla.
Lisaksi operaation (a, b) — (b, a) geometrinen tulkinta on peilaus
suoran y = x suhteen.

@ Jos AC Rja f: A— R on aidosti monotoninen, niin funktiolla
f: A — f[A] on kdanteisfunktio.

@ Jos ylld A on vili ja f on jatkuva, niin myds f~! on jatkuva joukossa
flA].
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6.3 Trigonometriset funktiot: Kertausta |

@ Kulman yksikko radiaani = rad: kulmaa vastaavan yksikkoympyran
osan kaarenpituus.

o 7 rad = 180 astetta, ts. 1 rad = 180/7 ~ 57,3 astetta

@ Funktiot sin x, cosx maaritelldan yksikkdympyran avulla niin, etta
(cosx,sinx), x € [0, 27], on yksikkéympyrdn parametrisointi
kaarenpituuden x avulla.

sin x
ta = — 2 s
nx cosx (x #7/2+ nm),
cos x
cot =
ot x S x (x # nm)
o Jaksollisuus:
sin(x +2m) = sinx, cos(x + 27) = cos x,
tan(x +7) = tanx
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6.3 Trigonometriset funktiot: Kertausta Il

@ Derivaatat:
D(sinx) = cosx, D(cosx) = —sinx

o Edellisesta seuraa, ettd molemmat funktiot y(t) = sin(wt) ja
y(t) = cos(wt) toteuttavat differentiaaliyhtélén

y'(t) +wy(t) =0,

joka kuvaa ns. harmonista varahtelyd. Tassa muuttuja t on aika ja
vakio w > 0 on varahtelyn kulmataajuus. Kuten myohemmin
nahdaan, differentiaaliyhtalon kaikki ratkaisut ovat muotoa

y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

jossa A, B ovat vakioita. Ne maaraytyvat yksikasitteisesti, jos
tunnetaan esimerkiksi alkutila y(0) ja alkunopeus y’(0). Kaikki
ratkaisut ovat jaksollisia ja niiden jaksonaika on T = 27 /w.
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6.3 arcus-funktiot | 6.3 arcus-funktiot |l

o Kainteisfunktiot:

o Trigonometrisilla funktioilla on kianteisfunktio, jos funktioiden arctan : R—=]—-m/2,7/2],

maarittely- ja maalijoukkoja rajoitetaan sopivalla tavalla. arcsin @ [-1,1] = [-7/2,7/2],
e Sini-funktio arccos : [-1,1] — [0, 7]

sin: [-7/2,7/2] = [-1,1]
. . _— o Siis:

on aidosti kasvava bijektio.

o Kosini-funktio X = tana < a=arctanx, kun o €]—m/2,7/2]
cos: [0, 7] — [-1,1] x = sina<e a=arcsinx, kun o€ [-7/2,7/2]

on aidosti vaheneva bijektio. x = cosa < a=arccosx, kuna € [0,n]

@ Tangentti-funktio

@ Huom: arcx % * annetaan radiaaneissa, ellei kyseessa ole geometrinen

tan: | —7/2,7/2[—= R sovellus.

on aidosti kasvava bijektio.
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e Kaanteisfunktioiden derivaatat

1
i Darctanx = ——, x€R
4 112
D i L l<x<l1
] arcsinx = @ ——, — X
2 Vi=x2’
-1
Darccosx = ——, -1<x<1
T T T T T T Vi-x
-3n -2n - T 2n 3w
24 X Varsinkin ensimmainen kaava on tarkea integraalilaskennassa.
Perustelu derivoimalla puolittain yhtal6 tan(arctan x) = x, kun x € R:
-4 (1 + tan’(arctanx)) - D(arctanx) = Dx =1
1 1
= Df(arct = = .
(arctan x) 1+tan?(arctanx) 1+ x2
Funktioiden tan ja arctan kuvaajat. Alin rivi myds suoraan k3anteisfunktion derivaatan kaavasta.
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6.3 Johdanto: Radioaktiivinen hajoaminen 6.3 Eksponenttifunktio |

@ Neperin luku
Radioaktiivisen aineen ydinten lukumaaraa hetkelld t kuvaa funktio y(t).

Lyhyella a.ikavéilillél:. At hag't.)aviﬁen ydinten IL.{kun:nééréi on Iiki.r"tja'i.nj suoraan . (1 N 1>n I 1 . 1 . 1 L
verrannollinen seka aikavalin pituuteen ettd ydinten lukumaaraan aikavalin n—00 n 20 31 41
alussa: 2,718281828459. ..

o
Il

Q

Ay = y(t+ At) — y(t) = —k - y(t) - At.

. . . . X . o o Eksponenttifunktio exp:
Vakio k on aineesta riippuva hajoamisvakio. Tasta saadaan

Ay exp (x) = = lim (1+§)n:ex.
— =~ —ky(t ! o0
At y(1), ;:O: WA ;

ja rajalla At — 0 differentiaaliyht3ld y/(t) = —ky(t). Mairitelma (sarjakehitelm3) perustuu ominaisuuteen

exp’(x) = exp (x), jonka vuoksi eksponenttifunktio on tirked
differentiaaliyhtéldiden ratkaisemisessa.
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6.3 Eksponenttifunktio Il 6.3 Eksponenttifunktio I

- e . - - o Edellisista seuraa, etti exp (p/q) = (exp (1))"/? kaikille
@ Yhteys erilaisten maaritelmien valilla on suoraviivainen, mutta rationaaliluvuille p/q € Q.

pitkahko lasku, joka on talla kurssilla oheislukemista. Paattely etenee o Jatkuvuuden perusteella
esimerkiksi seuraavalla tavalla:
o Mairitellddn exp: R — R, exp (x) = (exp (1))

ok kaikilla x € R.
exp (x) = Z% o Koska = 1 N
. () =35 = Jim, (”;) =e

Sarja suppenee suhdetestin perusteella kaikilla x € R.

o Osoitetaan: exp on derivoituva ja toteuttaa exp’(x) = exp (x) kaikilla niin eksponenttifunktiolle saadaan muoto e*.
x € R. (Sarjan derivoiminen termeittéin on koko paattelyn hankalin o Lisdksi edellisista seuraa, ettd exp: R —]0, c0[ on aidosti kasvava
kohta, vaikka intuitiivisesti helppo ymmartaa.) bijektio, jolle

o Se toteuttaa my6s ominaisuudet exp (0) =1,
= 0 kaikilla n € N.

) lim exp(x) =00, lim exp(x)=0, lim
exp (—x) = 1/exp (x) ja exp (x + y) = exp (x) exp (y) X0 xr=oo x—oc exp (x)

kaikilla x,y € R.
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6.3 Eksponenttifunktio IV

Jatkossa kirjoitetaan e* = exp (x). Ominaisuuksia:
0 el =
e e>0
o D(e¥)=¢"
0o e ¥=1/e"
o (X)) =e¥
o eXey = Xty
kaikilla x,y € R.
Lisatietoja:
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Olkoon k € R vakio. Kaikki differentiaaliyhtalén

Y'(x) = ky(x), x €R,

toteuttavat funktiot y = y(x) ovat muotoa y(x) = Ce, jossa C on
vakio. Jos funktion y arvo tunnetaan jossakin pisteessa xo, niin vakiolle C
saadaan yksikasitteinen arvo.

Perustelu:

Y(x)=ky(x) & (V' (x)—ky(x))e ™ =0 | koska e ® >0 aina

& y(x)e ™ —keT*y(x) =0
d _

& a(y(x)e k) =0

& y(x)e™™ = C = vakio

& y(x) = Ce¥.
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6.3 Logaritmi | 6.3 Logaritmi Il

o Logaritmifunktio = eksponenttifunktion kaanteisfunktio:
In: ]0,00[ = R

@ Tarkasti ottaen kyseessa on e-kantainen eli luonnollinen logaritmi.
Yleisen a-kantaisen logaritmin maaritelma perustuu kaavaan

=y x=log,y,

kuna>0jay>0.

o Muita sovelluksissa esiintyvid logaritmeja ovat Briggsin 10-kantainen
logaritmi lg x = log;o x ja bindarilogaritmi 1b x = log, x.

@ Merkinndlla log x tarkoitetaan yleens3 (esim. tietokoneohjelmissa)
luonnollista logaritmia In x.

(Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz

Logaritmin ominaisuuksia
0 "X =x kun x>0
o In(e¥) = x kaikilla x € R
@eInl1=0,lne=1
o In(a®) = bIna, kuna>0, bR
o In(ab) =Ina+Inb, kun a,b >0
e Din|x| =1/x, kun x # 0
N3ma seuraavat vastaavista exp-funktion ominaisuuksista.

Esimerkiksi: Sijoittamalla x = Ina ja y = In b kaavaan

e’ = &Y saadaan ab = eMtNb

joten In(ab) =Ina+Inb.
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6.3 Eulerin kaava 6.3 Hyperboliset funktiot |

Imaginaariyksikkd i: olio, joka toteuttaa i2 = —1. Kompleksiluvut
muotoa z = x + iy, jossa x,y € R. Katso tarkemmin erillista
monistetta kompleksiluvuista.

@ Kun eksponenttifunktion sarjakehitelmaan sijoitetaan muuttujan
paikalle ix ja ryhmitelldan reaaliset termit erikseen, niin saadaan
Eulerin kaava

e* = cosx + isin x.

o Seurauksena on kaava e/ + 1 = 0, jota jotkut pitivit matematiikan
hienoimpana kaavana. Se sitoo toisiinsa tarkeimmat luvut 0, 1, /, e ja
7 seka kolme laskutoimitusta.

+ix

o Kaavojen e™ = cos x =+ isin x avulla voidaan johtaa myods esitykset

cosx = %(eix +e7™), sinx = 21 (e —e™™), xeR.
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@ Hyperbolinen sini sinus hyperbolicus sinh, hyperbolinen kosini cosinus
hyperbolicus cosh ja hyperbolinen tangentti tanh:

sinh: R = R, sinhx = E(ex —e™)
1
cosh: R — [1,00[, coshx = E(ex +e7)
inh
tanh: R — | —1,1[, tanhx = S x
cosh x

o Ominaisuuksia: cosh? x — sinh? x = 1; kaikilla trigonometrisilla
kaavoilla on hyperbolinen vastine, joka seuraa yhteyksista
sinh(ix) = isin x, cosh(ix) = cosx. Kaavoissa sin>-termien merkki
vaihtuu, muut pysyvat samoina.

@ Derivaatat: Dsinh x = cosh x, D cosh x = sinh x.

6.3 Hyperboliset funktiot Il

o Hyperboliset kaanteisfunktiot eli area-funktiot; area ja lyhenne ar
viittaa kaanteisfunktioiden geometriseen tulkintaan erddna hyperbeliin
liittyvana pinta-alana:

sinfh™'x = ar sinhx=In(x+v1+x2), x€R
cosh™tx = ar coshx:ln(x+ x2—1)7X21

o Kaiinteisfunktioiden derivaatat:

1

N
1

V-1

Dsinh™tx = x €R

Dcosh™lx = , x>1

=
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7.1 Pinta-ala: Suorakulmio

Seuraavassa tarkastellaan umpinaisten tasokayrien rajaamia joukkoja.
Tasojoukon pinta-ala maaritellaan palauttamalla se yksinkertaisemman
joukon pinta-alaan. Joukon pinta-alaa ei voi "laskea”, ellei pinta-alaa ole
ensin yleisesti miaritelty (vaikka koulumatematiikassa nain yleensa
menetelladnkin).

Lahtokohta: Suorakulmion pinta-ala on (maaritelman mukaan) kanta x
korkeus:
A= ab.
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7.1 Suunnikas

7.1 Kolmio

Suunnikkaan pinta-ala on (maaritelman mukaan) kanta x korkeus:

A = ah.
f h
—_—

a
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Kolmion pinta-ala on (maaritelman mukaan)
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7.1 Monikulmio

el l; rMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz /

7.1 Monikulmion pinta-ala

Monikulmio on tasoalue, jota rajaa umpinainen (ja itseddn leikkaamaton)
murtoviiva.

Murtoviiva koostuu perdkkaisista janoista, joille
edellisen paatepiste = seuraavan alkupiste.

Se on umpinainen, jos

viimeisen paatepiste = ensimmaisen alkupiste.
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7.1 Yleinen tasojoukko

Monikulmion pinta-ala saadaan jakamalla monikulmio kolmioihin (=
monikulmion kolmiointi) ja laskemalla kolmioiden pinta-alojen summa.

Lause: Kolmioiden pinta-alojen summa ei riipu kolmioinnin valinnasta.
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7.1 Pinta-alan maaritelma

Muodostetaan rajoitetulle tasoalueelle D sisamonikulmioita Ms ja
ulkomonikulmioita M,: Ms C D C M,,.

Aina patee: A(Ms) < A(M,).
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7.1 Ympyran pinta-ala

Johda R-siteisen ympyran pinta-alan kaava A = 7R? tarkastelemalla sen
sisa- ja ulkopuolelle asetettujen saannollisten n-kulmioiden pinta-alojen
raja-arvoja, kun n — oo.

Ratkaisu jatetadn (vapaaehtoiseksi) harjoitustehtdviksi; siind tarvitaan

mm. raja-arvoa
. sinx
lim

x=0 X

=1

Maaritelma 7.1

Rajoitetulla tasojoukolla D on pinta-ala, jos jokaista € > 0 vastaa
sisamonikulmio Ms ja ulkomonikulmio M, joiden pinta-alojen erotus on
pienempi kuin e:

A(M,) — A(Ms) < e.

Tall6in kaikkien lukujen A(Ms) ja A(M,) valissa on yksikasitteinen luku
A(D), joka on (maaritelmén mukaan) joukon D pinta-ala.

Ylldtys: Vaikka joukkoa D rajoittaisi jatkuva umpinainen tasokayra, ei
silld aina ole pinta-alaa! Syy: Reunakayra voi olla niin " kiemurteleva”,
ettd sen "pinta-ala” > 0. Ensimmiinen esimerkki [W.F. Osgood, 1903]:
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8.1 Maaratty integraali |

Geometrinen tulkinta: Funktiolle f: [a, b] — R patee f(x) > 0 kaikilla
x € [a, b]. Kuinka suuren pinta-alan kdyrd y = f(x) rajaa yhdessa
x-akselin kanssa valilla [a, b]?

Vastauksen tdhdan kysymykseen antaa maaratty integraali

/ab f(x) dx,

jonka mairitelmassa ehtoa f(x) > 0 ei tosin tarvita lainkaan.
y
y=rf(x)

A :/j‘(x) dx
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8.1 Maaratty integraali Il

8.1 Jatkuvan funktion integraali |

o Talla kurssilla integraali maaritelldan kaikille paloittain jatkuville
funktioille; yleisemmin sitd voidaan tutkia myds rajoitettujen
funktioiden tapauksessa, jolloin puhutaan Riemann-integraalista.

o Paloittain jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroituvia, mutta
toisaalta kaikki rajoitetut funktiot eivat ole. Tama hankaloittaa
yleisen tapauksen kasittelya.

o Viela yleisempi integraalin kasite on Lebesgue-integraali, jota
kasitelladn kurssilla MS-E1280 Measure and integral. Sen avulla
voidaan mm. systemaattisesti selvittda, millaisille tasojoukoille
pinta-ala voidaan jarkevalla tavalla maaritella.
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8.1 Jatkuvan funktion integraali Il

y=f(x) y =f(x)

[ a b X |a b X

Punaisten pylvididen pinta-alojen summa on (tasavilistad jakoa vastaava)
yldsumma S vasemmanpuoleisessa kuvassa ja alasumma s
oikeanpuoleisessa kuvassa.

-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentiaali- ja

Pekka Alestalo (Aalto- tegraalilaskentz 1.9.2019

8.1 Integraalin maaritelma

Maaritelma 8.1

Funktio f on integroituva valilla [a, b], jos jokaista € > 0 vastaa sellainen
jako, jossa
S—s<e.

Funktion f integraali / € R on tall6in se yksikasitteinen luku, jolle
s < | < S kaikissa jaoissa; merkitaan

/abf(x)dxz l.

Positiivisen funktion tapauksessa tama vastaa tasmalleen sita vaatimusta,
ettd jakoihin liittyvien pylvasdiagrammien avulla lasketut ulko- ja
sisamonikulmioiden pinta-alat saadaan "mielivaltaisen” lahelle toisiaan,
kun valitaan riittavan tihed jako.

1.9.2019
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Olkoon f: [a, b] — R jatkuva. Vilin [a, b] jakoon
a=x<x1<x<--<x,=b
liittyy sitd vastaava funktion f ylasumma
n
S= Z Mi(xk — xk—1), Mk = max{f(x) | xk—1 < x < Xk},
k=1
ja alasumma
n
5= Z my (X — xk—1), Mg = min{f(x) | xk—1 < x < x¢}.
k=1

Nama ovat positiivisen funktion tapauksessa eraan ulko- ja
sisamonikulmion (= pylvasdiagrammit) pinta-aloja.

Alestalo (Aalto- 1.9.2019
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8.1 Ominaisuuksia

Aina patee:

(i) Kun jakopisteitd lisataan (sanotaan: jakoa tihennetdan), niin s kasvaa
ja S pienenee;

(ii) s < S, vaikka ne laskettaisiin eri jakopisteilla.

Perustelu: (i) Kuviosta (tai muulla tavoin) ndhdaan, miten ala- ja
ylasumma muuttuvat, kun lisataan yksi jakopiste.

(ii) Jos yl3- ja alasumman laskemiseen kiytetaidn samoja jakopisteitd, niin
vaite on selva, koska my < My kaikilla k. Jos jakopisteet eivat ole samat,
niin tarkastellaan tihennettya jakoa ottamalla mukaan molempien jakojen
kaikki pisteet. Taman jalkeen vaite seuraa kohdasta (i).
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8.1 Integroituvuus |

Lause 8.2

Integraali on maaritelty kaikille jatkuville funktioille ja se voidaan laskea
raja-arvona

b n
/a f(x)dx = nIl_}ngo; f(xi)Ax

kayttimalld tasavalisia jakopisteitd xx = a + kAx, jossa Ax = (b— a)/n
on askelpituus ja 0 < k < n.

Yleisemmin: Edellisessd summassa arvon f(xy) tilalla voi olla mika tahansa
arvo f(zx), kun xx—1 < zx < X, eikd jaon tarvitse olla tasavilinen. Ainoa
vaatimus: Jakovalien max-pituus — 0, kun n — oco. Tassa tapauksessa
puhutaan integraalin laskemisesta Riemannin summien avulla. Monissa
sovelluksissa integraaliin paadytaan juuri Riemannin summien kautta.
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8.1 Integroituvuus I 8.1 Sopimuksia

Integroituvuuden perustelu: Yleinen tapaus on hieman hankala, joten
kasittelemme vain erikoistapauksen: Oletetaan, ettd on olemassa sellainen
vakio L > 0, ettd |f'(x)| < L kaikilla x €]a, b[. Olkoon ¢ > 0. Valitaan
niin tihed tasavalinen jako, ettd Ax < e/L(b— a). Olkoon f(yx) = my ja
f(zx) = M sopiville pisteille yk, zx € [xk—1,xx]. Valiarvolauseen
perusteella on olemassa piste cx € [y, zk], jolle

My — my = f’(ck)|zk —yk\ <LAx < E/(b — 3).
Taman jaon yla- ja alasumman erotukselle patee

st:Z(Mk — my)Ax <z—:/(bfa)ZAX:€.
k=1 k=1

Koska tama on voimassa kaikilla € > 0, niin integroituvuus seuraa.
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Sopimus:

0,

/baf(x)dx = 7/abf(x)dx4

/abf(X)dX:/acf(X)dX+/be(X)dX

kaikilla a, b, ¢ jarjestyksesta riippumatta (Piirra kuvio!).

.,,
=
X
=
&
Il

Talloin patee
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8.1 Paloittain jatkuva funktio 8.1 Integraalin yleistys

Maaritelma 8.4

Maaritelma 8.3

Funktio f: [a, b] — R on paloittain jatkuva, jos silld on vain darellinen
maara epajatkuvuuskohtia

a<ag<o<--<cm<b,

joissa kaikissa toispuoliset raja-arvot ovat olemassa ja darellisia (ts. £oo ei
sallita).

Maaritelmasta seuraa, ettd jokaisella yksittdiselld valilla [cx—1, ck] funktio
f voidaan muokata jatkuvaksi muuttamalla p3itepistearvoiksi ko.
toispuoliset raja-arvot.

1.9.2019
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8.2 Integraalin ominaisuuksia

Paloittain jatkuvien funktioiden integraalille patee

@ Lineaarisuus: Jos c1, ¢, € R, niin
b b b
/ (af(x) + c28(x)) dx = c1/ f(x)dx + (.‘2/ g(x) dx.
a a a

b
@ Positiivisuus: Jos h(x) > 0 kaikilla x, niin / h(x) dx > 0.

a
b b
@ Yleisemmin: f(x) < g(x) é/ f(x) dx S/ g(x)dx
a a
o Erityisesti: Koska £f(x) < |f(x)|, niin

/;b f(x) dx

- ja integraalilaskentz

< /b 1£(x)] dix.

a

i/ff(x)dxg /f|f(x)\dx=>

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentia 1.9.2019

8.2 Diff-int-laskennan peruslause |l

Keskiarvoperiaatteen perustelu: Olkoot m ja M funktion f minimi ja
maksimi valilld [a, b]. Kun integraalin m3aritelmassa kiytetdan vain yhta
jakovalia [a, b], niin vastaavat alasumma on m(b — a) ja ylasumma

M(b — a). Tasta seuraa, ettd

m(b—a)g'/bf(x)dxg M(b — 3)

a

b
@mgi/a f(x)dx < M.

Luku f on siis jatkuvan funktion minimin ja maksimin vilissa, joten se on
funktion arvo f(c) jollakin ¢ € [a, b].

1.9.2019
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Jos f: [a, b] — R on paloittain jatkuva, niin
m+l o

/ f(x) dx,

= Ck—1

b
/a f(x)dx = ;1

kun kaytetaan edellisen sivun merkintdjd, co = a, cm+1 = b ja f tulkitaan
jatkuvaksi jokaisella valilla [cx_1, ck] erikseen.

Kaytanndssa integraalin laskeminen taytyy tehdd useammassa osassa ylla
olevan kaavan tapaan myds silloin, kun funktio f on maaritelty paloittain
(jatkuvuudesta riippumatta).
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8.2 Diff-int-laskennan peruslause |

Lause 8.5

Keskiarvoperiaate: Jos f: [a, b] — R on jatkuva, niin

/b f(x)dx = f(c)(b— a) jollakin c € [a, b], ts.

1 b =
f(c) = E/ f(x) dx = f = funktion f keskiarvo valilla [a, b].
a

Perustelu seuraavalla kalvolla.
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8.2 Diff-int-laskennan peruslause IlI

Lause 8.6

Analyysin peruslause: Jos f: [a, b] — R on jatkuva, niin
d X
— f(t)dt =f
5 [ rme=ri

kaikilla x € ]a, b].

Perustelu seuraavalla kalvolla.
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8.2 Diff-int-laskennan peruslause |V 8.2 Integraalifunktio |

Perustelu: Merkitaan F(x) = [ f(t) dt. Jos x,x + h €]a, b[, niin
keskiarvoperiaatteen mukaan jollakin ¢ € [x, x + h] patee

X _ x x+h X
W = %(/3 f(t)dt—/a f(t)dt>
= %/:Mf(t)dt
1
= Ef(c)(x+h—x)
= f(c).

Kun h — 0, niin ¢ — x ja jatkuvuuden nojalla f(c) — f(x). Vaite seuraa
tasta.
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Maaritelma 8.7

Jos F’(x) = f(x) jollakin avoimella valill4, niin F on funktion f
integraalifunktio.

@ Peruslauseen mukaan kaikilla jatkuvilla funktioilla £ on
integraalifunktio

F(x):/xf(t)dt.

Sita ei aina voida esittda alkeisfunktioiden avulla, vaikka f olisi
alkeisfunktio; esim. f(x) = e, Tallaisia integraalifunktioita (ja
muita vastaavia) kutsutaan erikoisfunktioiksi.
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8.2 Integraalifunktio Il 8.2 Integraalifunktio I

@ Integraalifunktio ei ole yksikasitteinen, mutta eri integraalifunktiot Kaytanndssa integraalit pyritaan kuitenkin laskemaan integraalifunktion
poikkeavat toisistaan vain vakiolla; merkitaan avulla kayttamalla seuraavaa lausetta.

Lause 8.8

/1‘(x)dx:F(x)+C7 C € R vakio, - = T — —
Jos f: [a, b] = R on jatkuva, niin sen maaratty integraali voidaan laskea

jos F'(x) = F(x). (paitepisteissakin jatkuvan) integraalifunktion G avulla:

Perustelu: Jos F{(x) = F3(x) = f(x) kaikilla x, niin funktion b b x=b
F1(x) — F2(x) derivaatta on identtisesti nolla, joten se on vakio. / f(x)dx =/ G(x) = G(x) = G(b) - G(a).
a =
o Joidenkin maarattyjen integraalien arvot voidaan laskea ilman = =2

integraalifunktiota. Tallaisia esimerkkejd ovat mm. Perustelu: Koska myds F(x) = [ f(t) dt on funktion f integraalifunktio,

- - . niin jatkuvuuden nojalla F(x) — G(x) = C = vakio vililla x € [a, b].

/ e dx = V7 ja / SINX e — g Sijoittamalla x = a saadaan C = —G(a). N&in ollen

oo Jo x

(Nam3 ovat mydhemmin kisiteltdvid ns. epioleellisia integraaleja, / f(t) dt = F(x) = G(x) — G(a),
a

koska integroimisrajana on c0.)
josta vaite seuraa sijoittamalla x = b.
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Esimerkki 8.9

1 1
Laske integraalit / e *dx ja / sin(mx) dx.
-1 0

1
Tdx = —=x""'+C -1 . A I o .
/X x r+ 1X +Cor# Ratkaisu: Ensimmadinen integraalifunktio on —e™, joten integraalin arvo
o
/x_ldx = In|x|+C " 1
. / e Xdx=—e '+ et =2sinh 1.
—1

Toinen integraalifunktio on —= cos(7x), joten integraalin arvo on

sinxdx = —cosx+ C

/cosxdx = sinx+ C

d
/ X2 = arctanx+ C

b 1 2
sin(mx) dx = —=(cosm — cos0) = =.
0 ™ ™
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8.2 Integraalifunktio VI 8.2 Integraalifunktio VII

Esimerkki 8.10

% Peruslauseen avulla saadaan seuraava yleisempi derivoimiskaava:

1
Laske integraali/ — dx.
0 V25—9x2 Lause 8.11

Jos f on jatkuva ja funktiot a ja b ovat derivoituvia, niin

Ratkaisu: Integraalifunktion oikea muoto voisi olla

F(x) = a(25 — 9x?)/2; tarkistetaan kerroin a derivoimalla: d[be)
1 0 o f(t) dt = f(b(x))b'(x) — f(a(x))a (x).
D(a(25 - 9x)1/%) = a- 5 - (~18x)(25 — 9x*) M2 = \/%, 209
i Perustelu: Olkoon F funktion f integraalifunktio. Talldin
joten valinnalla a = —1/9 saadaan oikea integraalifunktio. N&in ollen b()
1 f(t) dt = F(b(x)) — F(a(x)).
X 11 1 1 /
—— dx=—=/(25-9x)Y2 = (V16— V25) = =. a(x)
| e = om0 = (- V) =
Viite seuraa tasta kayttamalla yhdistetyn funktion derivoimissaantoa,

Toinen tapa: Kaytetaan myohemmin kasiteltavaa sijoitusmenetelmaa. koska F/ = f.
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8.3 Geometrisia sovelluksia | 8.3 Geometrisia sovelluksia Il

@ Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtaa x-akselin ympari valilla

e Jos f(x) >0, niin fab f(x) dx on funktion kuvaajan ja x-akselin [, b], niin syntyvan pydrahdyspinnan pinta-ala on
rajoittaman tasoalueen pinta-ala valilla [a, b]. b
o Yleisemmin: f:‘f(x) — g(x)] dx on kuvaajien y = f(x) ja y = g(x) A= 2”/ [F()/ 1+ F/(x)? dx.
véliin ja3van alueen pinta-ala valilla [a, b]. ?
o Funktion kuvaajan y = f(x) kaarenpituus vilill [a, b] on Idea: Kun pieni pala kuvaajaa (kaarenpituus As) py6rahtaa, niin

vastaava pinta-alkio pyorahdyspinnalla on

b
t= / V14 f/(x)? dx. AA = piiri - leveys = 2r|f(x)| - As.
a

As Tarkempi arvio saadaan approksimoimalla pinta-alkiota katkaistulla
Ay kartiolla, mutta se johtaa samaan lopputulokseen.

Ax

Idea: Lyhyelld valilla [x, x + Ax] kaarenpituusalkio on muotoa
As = /(Ax)2+ (Ay)? = /1 + (Ay/Ax)2 Ax = /1 + f/(x)2 Ax.
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8.3 Geometrisia sovelluksia Ill

8.3 Geometrisia sovelluksia 1V

@ Jos kappaletta leikataan yz-tason suuntaisella tasolla kohdassa x ja
poikkileikkauksen pinta-ala on A(x), kun x € [a, b], niin kappaleen
tilavuus on

V= /ab A(x) dx.

o Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtai x-akselin ympari valilla
[a, b], niin se rajaa pydrahdyskappaleen, jonka tilavuus on

b
V:ﬂ/ f(x)? dx

Syy: Poikkileikkaus kohdassa x on f(x)-sateinen ympyra, joten
A(x) = 7f(x)2.
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8.4 Epaoleellinen integraali

Kaksi eri perustyyppia:

o Tyyppi |: Integroimisvilina [a, ool tai ] — oo, b] tai koko R.

o Tyyppi Il: Funktio f: ]a, b[ — R ei ole rajoitettu tai silla ei ole
toispuoleisia raja-arvoja paatepisteissa.

@ Jos ongelmia on molemmissa paatepisteissa tai integroimisvalin
sisalld, niin integroimisvali jaetaan niin moneen osaan, etta kussakin
osassa vain yksi ongelmakohta: vaaditaan, ettd jokainen erikseen
antaa aarellisen tuloksen, jolloin koko integraali = osien summa.

Esimerkki 8.12

/°° dx 7/1 dx +/°° dx

o VX(+x) Jo vX(+x) i Vx(+x)
jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat (kuten myhemmissa
esimerkeiss3 osoitetaan).
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@ Yleisemmin: Jos 0 < g(x) < f(x) ja kuvaajien y = g(x) ja y = f(x)
valinen alue py6rahtad x-akselin ympari valilla [a, b], niin saadun
kappaleen tilavuus on

b
V= ‘/r/a (F(x)? — g(x)?) dx.

b
Huom: Tulos ei ole sama kuin 77/ (f(x)— g(x))2 dx.
a

o Kun monotoninen kiyrd y = f(x), a < x < b, pyorahtda y-akselin
ympari, niin vastaavan pyorahdyskappaleen tilavuus on

b
V= 27r/ xf(x) dx.
a

Alestalo (Aalto- S-A010X Differentiaali- ja integraalil 1.9.2019 162 / 224

8.4 Tyyppi | |

Maaritelma 8.13

Olkoon f: [a,00[ — R paloittain jatkuva. Tallgin

/:0 f(x)dx = RIi_r)nQQ/f f(x) dx,

jos raja-arvo olemassa ja darellinen. Sanotaan: Funktion f epdoleellinen
integraali suppenee vililld [a, oo].

Vastaavasti funktiolle : | — 0o, b] — R maaritelladn

/jx) f(x)dx = Ainwli f(x) dx,

jos raja-arvo olemassa ja darellinen.

tegraalilaskentz
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8.4 Tyyppi | Il 8.4 Integraali koko reaaliakselin yli |

Esimerkki 8.15

Esimerkki 8.14

{o. o]
Laske epdoleellinen integraali / e % dx.
0

Ratkaisu: Koska

R R
/ e Xdx=—/eX=1-—eR>1,
0 0

kun R — oo, niin epdoleellinen integraali suppenee ja

{oe]
/ e Xdx =1.
0
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Funktiolle f(x) = x patee

lim /R f(x)dx =0,

R—o0 J_R

koska kaikki integraalit ovat nollia. Yleisemmin sama patee kaikille
parittomille funktioille 7(x).

Integraalin maaritelma koko reaaliakselin yli ylld olevaa raja-arvoa
kayttamalla on periaatteessa mahdollinen, mutta johtaa hieman
kummallisiin tuloksiin. Sille (ja muille samantapaisille variaatioille)
kaytetaan nimitysta Cauchyn padarvointegraali, mutta se ei ole integraalin
"virallinen” maaritelma.
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8.4 Integraali koko reaaliakselin yli Il 8.4 Tyyppi Il

Maaritelma 8.16
Jos f: R — R on paloittain jatkuva, niin

/:: f(x)dx = /j;o f(x)der/o00 f(x) dx,

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat.

Kuitenkin patee: Jos f(x) > 0 kaikilla x € R, niin

/jo f(x)dx = A@m[i f(x) dx

Syy: Positiivisen funktion tapauksessa ei voi tapahtua esimerkin 8.15
tapaista 0o kumoutumista, joka voi muuten sekoittaa asiaa. Tama kaava
ei siis pade yleisesti, vrt. tapaus f(x) = x.

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2019

Perustapaus f :]a, b] — R jatkuva, mutta sill3 ei d3rellist3 raja-arvoa, kun
x — a+. Talléin maaritelldan

b b
/ f(x)dx = lim / f(x) dx,
a e—=0+ Jo4e

jos raja-arvo on olemassa ja aarellinen.

Esimerkki 8.17

Laske epaoleellinen integraali
/1 dx
0 VX

1
2/\/x=2—2/ =2,

e VX €

Ratkaisu: Koska

1odx

kun ¢ — 0+, niin integraali suppenee ja sen arvo on 2.

167 / 224 |Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz




8.4 Majoranttiperiaate |

8.4 Majoranttiperiaate |l

Epé&oleellisen integraalin suppenemista voidaan tutkia
majoranttiperiaatteen avulla, josta seuraavassa eras versio.

Lause 8.18

Olkoon |f(x)| < g(x) valilli a < x < b. Jos epaoleellinen integraali

I:/abg(x)dx

/ab f(x) dx

suppenee ja sen itseisarvo on korkeintaan |.

suppenee, niin myos
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8.4 Majoranttiperiaate IlI

Esimerkki 8.20
Vastaavasti

1 1

1
< = —— K > 1.
0= RaTx) S Vxodx 2 X2

o0
Koska / x~3/2 dx = 2 suppenee, niin majoranttiperiaatteen mukaan
1

/fﬁ

suppenee ja sen arvo on < 2.

Huomataan: Sopivan majorantin valinta riippuu seka funktiosta etta
integroimisvalista!

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentiaali- ja

tegraalilaskentz 1.9.2019

8.5 Osittaisintegrointi |

Lause 8.21

Olkoot f ja g jatkuvasti derivoituvia funktioita valilld [a, b] (eli
kdytannéssa hieman suuremmalla avoimella valilld). Tallin

b b b
[ et k= [0 - [ g

Vastaavasti integraalifunktioille pitee

/ F(x)g(x) dx = F(x)g(x) — / F(x)g'(x) dx.

Perustelu: Tulon derivoimissaanto, integrointi ja termien ryhmittely.
Idea: Toimii silloin, kun funktion f(x)g’(x) integrointi on helpompaa kuin
alkuperiisen funktion f'(x)g(x).
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8.5 Sijoitusmenetelma |

Lause 8.23

Jos f on jatkuva ja g jatkuvasti derivoituva suljetulla valilla [a, b], niin

[ et o= [ rwan

kun A = g(a), B = g(b).

Kaytannossa: Sijoitus u = g(x), jolloin

du

o o
dxfg(x):>dufg(x)dx

Rajojen muutos: x =a= u=g(a)=A x=b= u=g(b)=B.
Perustelu: Seuraa yhdistetyn funktion derivoimissaannosta integroimalla.
Huomaa, etta sijoituksen jalkeen ei tarvitse enda palata alkuperaiseen
muuttujaan x (paitsi integraalifunktiota laskettaessa; kts. alla).
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Esimerkki 8.19

Koska

1 1
< ——— < — vililla <1
07\/;(1+X)7\/),(va|30<x7
ja
1
& _,
o VX

suppenee, niin majoranttiperiaatteen mukaan

suppenee ja sen arvo on < 2.
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8.5 Integroimismenetelmia

Helpoimmat integraalit voi laskea suoraan peruskaavoja kadyttamalla. Osa
hankalammista tapauksista palautuu naihin, jos integraalista onnistuu
tunnistamaan "sisafunktion derivaatan”.

Systemaattisempia menetelmia ovat

o Osittaisintegointi

@ Sijoitusmenetelma
@ Osamurtohajotelmat
°

Numeerinen integrointi?

Naita kasitellaan seuraavilla sivuilla.

2Oheislukemista tall3 kurssilla.
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8.5 Osittaisintegrointi Il

Esimerkki 8.22

Laske integraali

s
/ xsin x dx.
0

Ratkaisu: Kokeillaan osittaisintegrointia ja valitaan f'(x) = sinx ja
g(x) = x, jolloin f(x) = —cos x (vakiota ei tdssa tarvita, mutta ei se
vaarinkain ole) ja g’(x) = 1. Nain saadaan

o
/ xsinxdx =
0

™
= —mcosm+ 0+ /sinx =m.
0

Z(fcosx) SX — /OTr(fcosx) -ldx

Huom: Jos f ja g valitaan esimerkissa toisin pain, niin osittaisintegrointi
johtaa entista hankalampaan integraaliin.
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8.5 Sijoitusmenetelma Il

Muunnos u = g(x) voidaan (usein) kirjoittaa myds kaanteisfunktion avulla:

X =

g M u) =
1 1

-1y
dx (g7")(u)du Z(& ) du Py du,
joten tulos du = g’(x) dx on sama kuin aikaisemmin. On suositeltavaa
kirjoittaa muunnos aina molempiin suuntiin, koska rajojen laskeminen on
helpompaa alkuperaista muotoa kayttamalla, mutta differentiaalin
muuttuminen on (yleensd) helpompi laskea kdinteisen muodon avulla.
(Adams & Essex -kirjassa ndma kasitelldan erikseen kohdissa 5.6 ja 6.3,
mika on tavallaan turhaa.)
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8.5 Sijoitusmenetelma Ill

Esimerkki 8.24

71'2
Laske integraali / sin /x dx.
0

Ratkaisu: Nelidjuuri hankaloittaa integroimista, joten sijoitetaan x = t2,
kun t > 0. Tallgin dx = 2t dt ja kaanteisestd muodosta t = 1/x saadaan
(hieman helpommin): kun x = 0, niin t = v/0 = 0; kun x = 72, niin

t = V2 = 7. Nain ollen

w2 T T
/ sin\/;(dx:/ 2tsintdt:2/ tsintdt = 2m.
0 0 0

(Viimeinen integraali laskettiin aikaisemmin osittaisintegroimalla
esimerkissa 8.22)

8.5 Sijoitusmenetelma IV

Myos integraalifunktio voidaan usein laskea sijoitusmenetelman avulla,
jolloin sijoituksen ja integroinnin jalkeen palataan takaisin alkuperaiseen
muuttujaan x, toisin kuin maaratyn integraalin kohdalla.

Menetelman idea tulee parhaiten esille konkreettisessa esimerkissa.

Esimerkki 8.25

Maarita integraalifunktio
dx

/m'

Ratkaisu: Sijoitetaan x = 2, t>0,elit= V/x, jolloin saadaan

dx 2t
_ , ., |
/ V(L %) / (1 ) % = 2arcten t 4 € = 2arctan/x + €
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8.5 Osamurtohajotelma | 8.5 Osamurtohajotelma |l

Kaikki rationaalifunktiot R(x) = P(x)/Q(x) voidaan integroida
osamurtohajotelmien avulla.

Ensimmadinen vaihe: Jakokulmassa jakamalla (tai muuten) palautetaan
tilanne siihen, ettd deg P(x) < deg Q(x).

Esimerkki 8.26

x  (x+1)-1 x+1 1 1

x+1  x+1  x+1 x+1 = x+1

2 (=141 x*-1 1 14 1

x2—1 x2—1 — x2-1'x2-1" x2—1

x3 x3 —x X x(x? — 1) X X
X2-1  x2_1 ' 'x2-1 x2_1 X2—1=X+X2—1

1.9.2019

Osamurtohajotelmaa voidaan kayttdd integroinnissa seuraavalla tavalla.

Esimerkki 8.27

/ x dx:/ ST Y P
x+1 x+1

Toinen vaihe: Jaetaan nimittdjassa oleva polynomi Q(x) joko 1. tai 2.
asteen reaalisiin tekijoihin. Nain voidaan aina tehd3 (ainakin
periaatteessa); kts. Kompleksiluvut-moniste.

Suurimmassa osassa kaytannon sovelluksia tarvitaan vain helpointa tulosta

ax+ b A B

(x = x1)(x — x2) - X —Xx]

X=X

kun kertoimet A, B valitaan sopivalla tavalla.
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Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentia

8.5 Osamurtohajotelma Il 8.5 Osamurtohajotelma 1V

Esimerkki 8.28

- ja integraalilaskentz

2x+3

Muodosta lausekkeen m

osamurtohajotelma.

Ratkaisu: Hajotelma on muotoa

2x +3 A N B
(x—4)(x+5) x—4 x+5
Kerrotaan yhtalé puolittain lausekkeella (x — 4)(x + 5), jolloin saadaan

2x +3 = A(x+5)+ B(x — 4).

Kertoimet A ja B saadaan tésta kahdella eri tavalla (seuraava kalvo):

1. tapa on usein nopeampi, mutta 2. tapa myos todistaa, etta hajotelma
on oikein. Jos hajotelman Idhtokohta on puutteellinen, niin 1. tapa
tuottaa vaaran vastauksen, joka paljastuu 2. tavalla laskettaessa.

1.9.2019
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8.5 Osamurtohajotelma V
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iderMS-A010X Differentiaali- ja integ

Yhtils: 2x + 3 = A(x +5) + B(x — 4).
Tapa 1: Sijoittamalla x = 4 saadaan 8+3 =A-9+ B0, joten A=11/9.
Sijoittamalla x = —5 saadaan —10+3 =A-0+ B-(—9), joten B =7/9.

Tapa 2: Kirjoitetaan yhtalé muodossa 2x 4+ 3 = (A+ B)x + (5A —4B) ja
verrataan x:n kertoimia ja vakioita yhtalon eri puolilla. Ndin saadaan
yhtélépari A+ B = 2 ja 5A— 4B = 3, josta saadaan A=11/9 ja B =7/9.

Huom: Polynomit ovat samat vain silloin, kun niilld on samat kertoimet.
Huomaa, etta tarkoituksena on valita kertoimet A, B niin, ettd yhtalo
toteutuu kaikilla x.
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8.5 Numeerinen integrointi* |

Esimerkki 8.29

Muodosta lausekkeen osamurtohajotelma.

-
x2(x +3)

Ratkaisu: Laskemalla (luotettavalla) tavalla 2 huomataan, ettd muotoa

1 A N B
x2(x+3)  x+3 x2
oleva hajotelma ei toimi. Oikea hajotelma onkin muotoa
1 A B C

x?(x+3) :X+3+;+;.

Kertomalla lausekkeella x?(x + 3) saadaan yhtilo
1=Ax?+B(x+3)+ Cx(x+3) = (A+ C)x* + (B +3C)x + 3B.

Kertoimia vertaamalla saadaan yhtidlot A+ C =0, B+3C=0ja3B=1,
joista ratkeaa helposti B=1/3, C = —-1/9 ja A=1/9.

1.9.2019
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Hankalien integraalien likiarvoja voidaan joskus laskea Taylor-polynomien
avulla. Tama edellyttad kuitenkin sitd, ettd integroitava funktio on
annettu jonkin lausekkeen avulla. Joissakin sovelluksissa funktiosta
tunnetaan vain sen arvot tietyissa pisteissa: yx = f(kAx) (esim.
mittausdata). Tallin integraalilla ei ole mitdan yksiselitteistd oikeaa
arvoa, mutta sita voidaan approksimoida seuraavilla menetelmilla. Niita
voidaan tietysti kayttda myos hankalien integraalien likiarvon laskemisessa.
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8.5 Numeerinen integrointi* I

@ Yksinkertaisin tapa on puolisuunnikas- eli trapetsisaantd, jossa
funktion kuvaajaa approksimoidaan murtoviivalla:

b
1 1
/ f(x)dx ~ T,,:h<§y0+y1+y2+.i.+yn71+§yn>’
a

jossa h = (b — a)/n on askelpituus, n € N jakovalien lukumaara,
Xk = a+ kh, 0 < k < n, ovat jakopisteet ja yx = f(xk).

y

y=f(x)

tegraalilaskentz 1.9.2019 185 / 224

@ Simpsonin saanto

b
h
/ Fx)dx ~ Sn = S(vo+4y1 +2y2+4y3 + 2ya £ -+ Ayn-1 + yi),
a

jossa funktiota interpoloidaan 2. asteen polynomilla kahdella
perakkaiselld jakovalilld; jakovalien lukumaaran n taytyy olla parillinen.

y

-~ y=f(x)

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2019

9.1 Differentiaaliyhtalon ratkaisu |

@ Tarkemmin: Kertalukua n oleva differentiaaliyhtdld funktiolle y(x) on

muotoa
F(x,y(x), Y (%), -,y (x)) = 0, )

kun F on jokin (n+ 2):sta muuttujasta riippuva lauseke.

e DY:illa mallinnetaan jatkuvalla tavalla muuttuvia ilmiéita, jonka
vuoksi muuttuja x on yleensa jollakin avoimella valilla / C R.

o Lisdksi yhtaloon voi liittya alku- tai reunaehtoja taman valin
paatepisteissa.

@ DY:n (2) ratkaisu on sellainen n kertaa derivoituva funktio y(x), jolle

yhtal6 (2) toteutuu kaikilla x € /. Huomaa kuitenkin: Eri ratkaisuilla
voi olla erilainen maarittelyvali /.

1.9.2019
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9.1 Differentiaaliyhtalon ratkaisu Il

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalélla sin(y’ + y) = 2 ei ole
lainkaan ratkaisuja.
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Jos 1. kertaluvun DY voidaan kirjoittaa muotoon y’ = f(x, y), niin tilanne
muuttuu: Alkuehdon y(xp) = yo toteuttavia ratkaisuja on yleens3
tasmalleen yksi, ja vaikkei sen lauseketta voida aina muodostaa, saadaan
silloinkin ratkaisun likiarvoja ja ratkaisun kuvaaja (eli ratkaisukayra) selville
numeerisia menetelmia kayttamalla.

On syytd muistaa, ettd useimmissa sovelluksissa ratkaisun eksplisiittinen
lauseke ei ole lainkaan tarpeen: kuvaaja tms. riittaa hyvin!

1.9.2019
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Muita approksimaatioita ovat mm.

o Keskipistesaanto (" pylvasdiagrammi-approksimaatio”)

/abf(x)dx ~

mg =

Mo = h(F(my) + Fma) + -+ F(ma)),

(Xk—l -+ Xk)/27

y=fx)
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1 Differentiaaliyhtalo

o Differentiaaliyhtalé (lyh. DY, engl. ODE = Ordinary Differential
Equation) on yhtald, joka sisdltad tuntemattoman funktion,
esimerkiksi y = y(x), ja sen derivaattoja y'(x), y"(x),...,y(M(x).

o Differentiaaliyhtalon kertaluku on korkeimman yht&lossa esiintyvan
derivaatan kertaluku n.

(i) Differentiaaliyhtalon y’ 4+ 3y = sin(x) kertaluku on 1.
(ii) Differentiaaliyhtdlon y” + 5y’ — 6y = e* kertaluku on 2.

DY:ssa esiintyvan funktion muuttujaa ei yleensa kirjoiteta nakyviin:
ajatellaan, ettd DY maarai funktion y = y(x) implisiittisesti.

Vertaa: Ympyrin yhtilo x> +y2 =1 &y = y(x) = +v1 — x2.
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9.1 Differentiaaliyhtalon ratkaisu Il

Esimerkki 9.2

Differentiaaliyhtilon xy? 4y’ = 0 kertaluku on 1. Sen ratkaisuja ovat mm.

e yo(x) =0, x € R; ("triviaaliratkaisu™)
o y1(x) =2/x%, x > 0;
o yo(x) =2/x% x <0;
o y3(x) =2/(x*+3), xeR.
Ratkaisujen tarkistamiseen riittaa derivointi ja sijoitus yhtaloon.

Varsinainen ongelma on tietysti kdanteinen: Miten ratkaisut l6ydetdan?
Té&han ei ole olemassa mitdan yleispatevada menetelmaa edes 1. kertaluvun
DY:ille! Sen vuoksi jatkossa tarkastellaan sellaista tyyppiad olevia yht&lGita,
joille ratkaisun lauseke voidaan selvittaa. Naita DY-tyyppeja esiintyy myos
monissa kaytannon sovelluksissa!
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9.1 Suuntakentta |

Differentiaaliyhtalon y’ = f(x, y) geometrinen tulkinta:

o Jos ratkaisukayrd y = y(x) kulkee pisteen (xp, yo) kautta, niin yhtalon
mukaan y'(x0) = f(x0, ¥(x0)) = f(x0, o), ts. ratkaisukdyrien
tangenttien kulmakertoimia voidaan laskea suoraan yhtalosta, vaikka
ratkaisuja ei tunneta!

@ Yhtaloa voidaan siis havainnollistaa xy-tason vektorikentalla
i+ f(xk, yk)j, kun se piirretaan sopiviin hilapisteisiin (xk, yx)-

o Ratkaisukayrat ovat sellaisia kayrid, jotka mahdollisimman hyvin
seuraavat tata vektorikenttaa, ja periaatteessa naita kayria voi piirtaa
hyvin alkeellisilla valineilla.
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9.1 Suuntakentta Il

Esimerkki 9.4

Hahmotellaan differentiaaliyhtdlon y’ = sin(xy) ratkaisukayria
suuntakentan avulla.

Esim: xo =1, yo =7/2=y'(1) =sin(1l-7/2) = 1.

24 - NN N — N Z
2.7 N z
¥y & NS N =
2/ 2= 1Y = <
277 2=3\Q3 = N

22NN\ 77 7 72 223\ 7 J

7/ =N\ N\ N\~ ;;;; ’Q\ //7 =

y 777 s~ SNNNNN 272 22N z ~

P NN NN =27 222N = 7
L=/ 722 = =~ SNNNNN S ZZ27,575== N =
7777 s e == SN\ Z7,5.7%52= N <
R A A A A A A =222,,,%7%7 = N
B et ity y =Z22,7,%%% = X

,,,,, s SIS —r 77777 Z
0 1 2 3 4 5

=
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tegraalilaskentz

9.2 Separoituva DY |

Aikaisemmin kisitelty DY y’ = ky on helpoin tapaus separoituvasta
DY:std, jonka yleinen muoto on

Y =f(x)ey)-

Tassa f ja g ovat jatkuvia yhden muuttujan funktioita.

(Huom: Funktion f merkitys ei ole sama kuin yleisessd muodossa
y' =f(x,y))

Separoituvaa tyyppia olevalle DY:lle on olemassa systemaattinen
ratkaisumenetelma, mutta valivaiheissa voi tulla ongelmia hankalien
integraalien tai kaanteisfunktioiden vuoksi.
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9.2 Separoituva DY Il 9.2 Separoituva DY Il

Kaytdnnossa separoituva DY ratkaistaan seuraavalla tavalla, joka voidaan
my0s perustella tasmallisesti. (Vilivaiheet ovat konkreettisissa laskuissa
selvasti yksinkertaisemmat kuin nilla yleisilla merkinnaillal)

=y =f(x A _ x) dx
—7y7f( )g(y) e g(y) f( )d

dx
d _ x) dx
[ = [ e
& Hy)=F(x)+C

s y=y(x)=HYF(x)+C).

Téssd on H on funktion h(s) = 1/g(s) integraalifunktio.
Tuloksena saadaan DY:n yleinen ratkaisu, jossa on mukana vakio C € R.
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aroituva DY IV

Ratkaise DY y’ = x/y seka yleisesti ettd alkuehdolla y(0) = 5.

195 / 224 |Pekka Alestalo (Aalto-ylic

Jos mukana on alkuehto y(x0) = yo, niin voidaan oikaista ilman yleista
ratkaisua:

dy_ g= X i_ X)ax
o =Y = 8) & s =f()d

dx
Y ds x
/yo @:/XO f(t)dt
< H(y) = H(x) = F(x) = F(x)

& y=y(x)=H(F(x) = F(x0) + H(»))-
Toinen tapa: Kiinnitetddn yleisen ratkaisun vakio C alkuehdon avulla.

Huom: Molemmissa tavoissa integroidaan yhtalon vasen ja oikea puoli eri
muuttujien suhteen! Separointimenetelman oikeutus voidaan perustella
tasmallisesti ilman dy/dx-pydrittelyd sopivan muuttujanvaihdon avulla
(luennot).
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Esimerkki 9.6
Ratkaise DY y’ = x/y alkuehdolla y(0) = 5.

Ratkaisu: DY on separoituva: f(x) = x ja g(y) = 1/y # 0. Saadaan siis
ﬂ:y/:f & ydy = xdx
dx y

& /ydy:/xdx+C
1 1

72:72
e =X A

< y=y(x)==x£Vx2+2C

Jos y(0) =5, niin £1/0+ 2C =5, joten taytyy valita +-merkki ja lisaksi
2C = 25. Ratkaisuksi saadaan

y(x) =Vx?+25 x€R.
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9.2 Separoituvan DY:n erikoisratkaisut |

@ Separoimalla lasketusta yleisesta ratkaisusta jai yleensa pois sellaisia
ratkaisuja, jotka liittyvat funktion g(y) nollakohtiin. Syy:
Lausekkeella g(y(x)) jakaminen edellyttda, ettei se ole nolla.

o Jokaista funktion g nollakohtaa a vastaa DY:n y’ = f(x)g(y)
vakioratkaisu y(x) = «, koska tallsin y'(x) = 0 = g(a) = g(y(x)).
o Naitd ratkaisuja kutsutaan yhtalon triviaali- tai erikoisratkaisuiksi.

o Mikali seuraavan lauseen ehdot ovat voimassa, niin separoituvan DY:n
kaikki ratkaisut saadaan joko yleisesta ratkaisusta tai
erikoisratkaisuista.
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Ratkaisu: Jos yleistd ratkaisua ei tarvita, niin alkuehto voidaan ottaa
huomioon jo integroinnissa.

d
H_gx

dx ) ydy = xdx

y X
/ sds:/ tdt
5 0

1 2 71 2
& 02 -25)=5(2-0)

¢

& y=y(x)==+Vx2+25

Lopuksi taytyy viela alkuehdon y(0) = 5 > 0 perusteella valita 4+-merkki.
Huomaa, etta symboleita x ja y ei tdssa tavassa kannata kayttaa
integroimismuuttujina, koska ne esiintyvat integraalien ylarajoina.
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9.2 Separoituvan DY:n erikoisratkaisut

Tarkastellaan alkuarvotehtivda y' = f(x,y), y(x) = yo-

(i) Jos f on jatkuva (kahden muuttujan funktio), niin ainakin yksi
alkuehdon toteuttava ratkaisu on olemassa jollakin pisteen xo sisaltavalla
valilla.

(i) Jos lisaksi f on jatkuvasti derivoituva muuttujan y suhteen, niin
alkuehdon toteuttava ratkaisu on yksikasitteinen.

(iii) Yksikasitteisyys on voimassa myos silloin, kun kohdan (i) lisaksi f on
Jatkuvasti derivoituva muuttujan x suhteen ja f(xo, yo) # 0.

Lauseen todistus perustuu ns. Picard-Lindelof-iterointiin, jonka muotoiluun
osallistui suomalainen matemaatikko Ernst Lindelof (1870-1946).
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9.2 Separoituvan DY:n erikoisratkaisut Il

9.2 Separoituvan DY:n erikoisratkaisut IV

Separoituville yhtalgille saadaan lauseen perusteella seuraava tulos.

Lause 9.8

Tarkastellaan differentiaaliyhtalod y' = f(x)g(y), kun f on jatkuva ja g
Jatkuvasti derivoituva.

(i) Jokaista funktion g nollakohtaa « vastaa triviaaliratkaisu y(x) = a =
vakio.

(i) Yhtélén kaikki muut ratkaisut (= yleinen ratkaisu) saadaan ylld
esitetylla tavalla separoimalla muuttujat ja integroimalla.

Lauseen perustelu seuraa alla olevista kohdista, jotka ovat voimassa
yleisemminkin lauseen 9.7(ii) tilanteessa:

o Yhtalon ratkaisukdyrat (ratkaisujen kuvaajat, integraalikdyrat) eivat
koskaan " paaty kesken”, vaan ne joko tormaavat yhtalon
maarittelyalueen reunaan tai katovat £ darettomyyteen.

talo (Aalto-yliopisto PerustieteiderMS-A010X Differenti:

tegraalilaskentz

9.3 Lineaarinen 1. kertaluvun DY |

Esimerkki 9.9
Ratkaise DY y’ + p(x)y = 0 separointimenetelman avulla.

Ratkaisu: Yhtalolld on triviaaliratkaisu yo(x) = 0. Muut ratkaisut eivat
saa arvoa 0, joten niille patee:

dy .,
P A 1
dy . )
< e p(x) dx + Gy (tai ilman vakiota)
& In|y| = —P(x) + G (tassa pitaa olla vakio)
& ly|=ea"W

& y=yx)=+efe PN = Ce=PW,

Tissd lauseke +e€t on korvattu yksinkertaisemmalla vakiolla € € R
(triviaaliratkaisu = myés C = 0 kay).
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pisto PerustieteidenMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2019

9.3 Lineaarinen 1. kertaluvun DY Il

o Naiin saadaan yleinen ratkaisu
y(x) = Ce=PX) 4 =PK) / r(x)ePX) dx.

o Kaikkiin valivaiheisiin voi kirjoittaa <, joten ratkaisukaava antaa
kaikki mahdolliset ratkaisut ja ne on maaritelty valilla /.

o Huom: Integraalifunktiossa P(x) ei tarvita vakiota, koska se muuttaisi
ainoastaan ratkaisukaavan vakiota C.

o Ratkaisukaavaa ei kannata opetella ulkoa; vain menetelman idea!
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@ Yhtalon maarittelyalueen jokaisen pisteen (xo, yo) kautta kulkee
yksikasitteinen ratkaisukayra.

o Erityisesti: ratkaisukayrat eivat voi leikata toisiaan eika yksittdinen
ratkaisukdyra voi haarautua kahteen tai useampaan osaan.

@ Separoituvan DY:n muut ratkaisukdyrat eivat siis voi leikata
triviaaliratkaisukayria y = «, joten kaikille muille ratkaisuille ehto
g(y(x)) # 0 on automaattisesti voimassa!
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3 Lineaarinen 1. kertaluvun DY Il

Yleinen lineaarinen 1. kertaluvun DY y’ + p(x)y = r(x) on harvinainen
tapaus DY:iden maailmassa: sille voidaan johtaa ratkaisukaava!
Oletetaan, ettd p(x) ja r(x) ovat jatkuvia jollakin valilla x € /.

e Valitaan jokin integraalifunktio P(x) = [ p(x) dx ja kerrotaan yht3lé
puolittain integroivalla tekijalla e”(<).
Idea: Edellisen esimerkin perusteella tama operaatio kumoaa DY:n
ratkaisun eksponentiaalisen osan ainakin tapauksessa r(x) = 0.

o Tulos voidaan kirjoittaa muotoon
X X X d X X
¥ (x)e"P4y(x)p(x)eP®) = r(x)eP™) & p (y(x)ep( )) = r(x)eP™,
o Tasta integroimalla saadaan
y(x)eP™) = / r(x)eP™) dx + C.
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9.3 Lineaarinen 1. ki
Esimerkki 9.10

Ratkaise DY xy’ — 2y = 2 alkuehdolla a) y(1) = 0; b) y(0) = 0.

Ratkaisu: Muodosta y’ — (2/x)y = 2/x nahdaan, ett3 kyseessa on
lineaarinen DY. Sen integroiva tekija on

e J(2/x)dx _ e2Inx _ eln(l/xz) _ 1

X

Talla kertomalla paastaan muotoon

2y 3 2 d(y()_2
1R 0 - e = 5 = 5 (M) = 5
joten y(x) = x?(—1/x? + C) = Cx? — 1 on DY:n yleinen ratkaisu.
Alkuehdosta y(1) = 0 saadaan C = 1, mutta alkuehdosta y(0) = 0 seuraa
ristiriita —1 = 0. Ratkaisu on siis a-kohdassa y(x) = x? — 1, mutta
b-kohdan alkuehdon toteuttavaa ratkaisua ei ole.
(Mieti, miksei tulos ole ristiriidassa yleisen teorian kanssa!)
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9.3 Eulerin menetelma | 9.3 Eulerin menetelma Il

o Tehtdvidna on maarittda yhtalon y’ = f(x,y) ja alkuehdon y(a) = yo
toteuttavan ratkaisun likiarvo pisteessd x = b.

o Kaytidnndssa vastaavia likiarvoja taytyy laskea useissa valin [a, b]
pisteissa, joten niiden avulla voidaan myds hahmotella ratkaisun
kuvaaja.

o Valitaan askelten lukumaara n, joka maaraa askelpituuden
h=Ax=(b—a)/n.

o Madritellddn valin [a, b] tasavaliset jakopisteet x, = a + kh,

0 < k < n, jolloin xo = a ja x, = b.

o Jokaista jakopistettd vastaa tarkan ratkaisun approksimaatio

Yk ~ y(xk), joista ainoastaan yp = y(x0) = y(a) tunnetaan.
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o Kuvion perusteella pisteestd (xk, yx) kannattaa edet3 ratkaisukayran
tangentin suuntaan, joten seuraava approksimaatio lasketaan edellisen
avulla muodossa yki+1 = yk + hy'(xk) = yk + hf (xk, k),
0<k<n-1.

o Tallgin siis y, ~ y(b) ja approksimaation tarkkuus n3yttaisi
paranevan jakovalien lukumaaran n kasvaessa. Eulerin menetelma
voidaan siis kiteyttaa palautuskaavaan

Vi1 = Yk + hf(xi, yk), 0< k< n—1.
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9.3 Eulerin menetelma Il 10.1 Lineaarinen DY

Y Eulerin menetelma differentiaaliyhtélolle y' = sin(x-y)
> x[01=0:3(0) = 1in =50 duo= 2oy
> forkfrom 0t ~ 1 do
<[+ 1) = a{k] +de
$Tk+ 11 = k] +desin(x[ K1 31K])
> plot(seqt [x[k1,yTk]), k=0..n) ], view = [0..5,0.2], scaling = consirained)
2 2
15 L5
1 1
05 05
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 3

Vasemmalla askelpituus h = Ax = 0,1, oikealla h = 0,5.
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Kaytanndssa hyvin harvoja korkeamman kertaluvun DY:ita voidaan
ratkaista eksplisiittisesti, elleivdt ne ole lineaarisia.

o Kertalukua n oleva lineaarinen differentiaaliyhtalé on muotoa
an()y™ + an_1 ()Y + -+ ar(x)y + a0(x)y = r(x).

jossa jatkuvat funktiot ax(x) ja r(x) tunnetaan.

@ Yhtilé on homogeeninen (lyh. HY), jos r(x) = 0, muuten
epahomogeeninen (lyh. EHY).

o Se on vakiokertoiminen, jos jokainen a,(x) = vakio; sen sijaan
funktion r(x) ei tarvitse olla vakio.

o Huom: Kerroin a,(x) voidaan jakaa pois, mutta sen nollakohdat
vaikuttavat usein ratkaisun maarittelyjoukkoon.

Alestalo (Aalto-;
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10.2 Homogeeninen DY | 2 Homogeeninen DY Il

Oletetaan, etta kerroinfunktiot ax(x) ovat jatkuvia valilla x € / ja
an(x) # 0 vililla x € I. Lineaarisen homogeenisen DY:n ratkaiseminen
perustuu seuraaviin kohtiin:

(i) Jos y1 ja y» ovat yhtaldn ratkaisuja, niin myds y = Ciy1 + Goyo on

ratkaisu, kun Cj, C; ovat vakioita. Sama yleistyy myds useammalle
ratkaisulle, eli ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat ratkaisuja.

(ii

=

Yhtilolla on valilla | maaritellyt perusratkaisut yi(x), . .., ya(x),
joiden avulla kaikki muut ratkaisut saadaan kaavasta

}/(X) = C1y1(x) +oeeet Cn}’n(x)v

kun Ci, ..., C, ovat vakioita. Sanotaan: yi,...,y, muodostavat
perusjarjestelman.
(iii) Ratkaisusta tulee yksikasitteinen, jos vaaditaan alkuehdot

y(x0) = a0, y'(x0) = a1, ..., y" D(x0) = v,y jossakin pisteesss

xp € 1.
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102DY y" +py'+qy =01

Pekka Alestalo (Aalto-ylic

(iv) Jollakin tavalla I8ydetyt ratkaisut yi(x), ..., ys(x) muodostavat
perusjarjestelman, jos ne ovat lineaarisesti riippumattomia valilla /.

Maaritelma 10.1

Vililla I € R maaritellyt funktiot yi, ...
riippumattomia (LRT), jos patee:

,¥n ovat lineaarisesti

ayi(x)+ -+ cpyn(x) =0kaikilaxel=ca=c=---=c,=0.

Kahden funktion y;, y» tapauksessa LRT tarkoittaa kdytanndssa sita, ettei
suhde y»(x)/y1(x) ole vakio.

Ylla mainittujen kohtien todistukset ovat pitkahkdja ja sivuutetaan talla
kurssilla.
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102 DY y" + py' + qy =

Vakiokertoimisen lineaarisen ja homogeenisen DY:n y” + py’ + qy =0
yleinen ratkaisu voidaan selvittaa taydellisesti kaikilla vakioiden p,q € R
arvoilla.

Ratkaisun idea:
o Sijoitetaan yhtaloon yrite y(x) = e.

@ Tulos johtaa ns. karakteristiseen yhtaloon
P(A)=A2+pr+qg=0,

jossa karakteristisen polynomin P()) kertoimet ovat samat kuin
DY:ssa.

Huom: Taman vuoksi karakteristisen yhtalon voi jatkossa kirjoittaa
suoraan DY:n perusteella ilman valivaiheita!

o Ratkaistaan karakteristisen yhtalon juuret A1, > € C.

@ Perusjarjestelma saadaan kasittelemalla erikseen kolme tapausta:
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102 DY y" + py' 4+ qy = 0 Il

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin

}/I(X) — e)\]X ja }/Z(X) — e)\ZXA

(i) Jos kyseessa on (reaalinen) kaksoisjuuri A = Ay = Ay, niin
yi(x) = e™ ja ya(x) = xe**.

Perustelu: Integroivan tekijan menetelma toimii (vain!) tassa
tapauksessa.
(iii) Jos juuret ovat muotoa A = a+ bi, b # 0, niin

y1(x) = €™ cos(bx) ja y2(x) = e sin(bx).
Perustelu: Eulerin kaavan mukaan
lEb)x = g2XgtibX — ¢3¢ (cos(bx) £ isin(bx)),

josta voidaan "arvata” sopivat reaaliset ratkaisut (tai perustelu
kompleksikertoimisen lineaarikombinaation avulla).
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10.2 Eulerin lineaarinen DY |

Ratkaise DY y” + y’ — 6y = 0 alkuehdoilla y(0) = 0, y’(0) = 5.

Ratkaisu: Karakteristinen yhtilé on \> + X — 6 = 0, jonka juuret ovat
A1 = —3 ja A2 = 2. Yleinen ratkaisu on muotoa

y(x) = Ge™ + Ge™,
jolloin y’(x) = —3C1e™3 + 2Ge?*. Alkuehdoista saadaan yhtilopari

0=y(0)= G+ G
5= y’(O) =-3CG+2G,

josta G = —C = —1.
Alkuehdot toteuttava ratkaisu on siis y(x) = e2* — e~3*,
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Eulerin lineaarinen DY on muotoa

x2%y" + axy’ + by = 0.

Sen perusratkaisut saadaan muotoa y(x) = x" olevaa yritettd kayttamalla.
Yritteen sijoittaminen johtaa 2. asteen yhtaloon

rP+(@a-1)r+b=0,

jonka juurten r1, ry avulla perusjarjestelma saadaan seuraavalla tavalla:

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin
y1(x) = [x|" ja ya(x) = [x]".
(ii) Jos kyseessa on (reaalinen) kaksoisjuuri r = r; = rz, niin
y1(x) = |x[" ja y2(x) = [x|" In [x].
(iii) Jos juuret ovat muotoa r = a £ §i, 8 # 0, niin
y1(x) = [x]*cos(B1In|x]) ja y2(x) = |x|¥sin(BIn|x]).
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY |

10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY Il

Lause 10.3

Epahomogeenisen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon
Y'+p(x)y + a(x)y = r(x) ®)
yleinen ratkaisu on muotoa

y(x) = Gy (x) + Gya(x) + yo(x),

kun y1 ja y» ovat vastaavan homogeenisen yhtalon perusratkaisut ja yo on
jokin epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu.

Yksittaisratkaisuksi kelpaa siis mika tahansa yhtalon
y§ + p(x)y + q(x)yo = r(x) toteuttava funktio yo(x).
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY Il

Lauseen perustelu: Olkoot yp, y1 ja y» kuten lauseessa. Tarkoituksena
on osoittaa, ettd mik3 tahansa epidhomogeenisen DY:n ratkaisu y(x) on
vaitettyd muotoa. Olkoon siis y(x) jokin ratkaisu. Lyhyen laskun
perusteella apufunktio Y(x) = y(x) — yo(x) toteuttaa vastaavan
homogeenisen DY:n

Y+ p(x)Y + q(x)Y =0,

joten se voidaan esittaa perusratkaisujen y; ja y» avulla. On siis olemassa
vakiot C; ja G, joille Y(x) = Giya(x) + Goyo(x) kaikilla x. Yhtalosta

y(x) = yo(x) = Y(x) = G (x) + Goya(x)

seuraa, ettd alkuperdinen ratkaisu y(x) voidaan esittai viitetyssa
muodossa. [J

.9.2019

: 1 218 / 224

Jos yhtaldssa (3) kertoimet p ja g ovat vakioita, niin yksittaisratkaisu
|6ydetdan kaytannossa yritteelld, joka on muotoa " r(x) yleisilla
kertoimilla” tai joskus hieman hankalampi. Kertoimet saadaan selville
yhtaloon sijoittamalla, mikali yrite oli oikean tyyppinen. Joissakin
erikoistapauksissa yritteeseen taytyy lisita ylimaaraisia x-kertoimia.

Seuraavan kalvon taulukossa on annettu yritteen yleinen muoto
vakiokertoimisille toisen kertaluvun yhtalGille, kun r(x) on jokin
alkeisfunktio. Jos r(x) koostuu useista eri tyyppisista osista, niin
yritteeseen taytyy ottaa mukaan kaikkia eri osia vastaavat termit.
Vastaavan homogeenisen differentiaaliyhtalon karakteristinen polynomi on
siis P(A) = A2 + pA + q.

1.9.2019
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY V

Esimerkki 10.4
Maarita DY:n y” + y’ — 6y = r(x) yleinen ratkaisu, kun a) r(x) = 12e™%;
b) r(x) = 20e?.

Ratkaisu: Ratkaisut ovat muotoa y(x) = Cre™3 + Ge® + yo(x).
Sijoittamalla a-kohdassa yrite yp(x) = Ae™™ saadaan

(A—A—6A)e ™ = 12¢™*, joka toteutuu arvolla A = —2.

Sen sijaan b-kohdassa muotoa Be?* oleva yrite ei toimi, koska se on osa
vastaavan HY:n yleista ratkaisua ja tuottaa pelkkda nollaa DY:n
vasemmalle puolelle sijoitettuna. Oikea yrite on b-kohdassa muotoa
yo(x) = Bxe?*. Sijoitus johtaa yht3l6dn

(4B + 2B — 6B)xe® + (4B + B)e® = 20e*,

joka toteutuu arvolla B = 4.
Naiden avulla voidaan kirjoittaa DY:iden yleiset ratkaisut.
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r(x) sisaltaa yritteeseen tulee mukaan

n-asteisen polynomin | Ay + Aix + - + Ax" ( +A,11x™ L, jos g = P(0) = 0)

sin kx, cos kx Acos kx + Bsin kx, jos P(ik) # 0

sin kx, cos kx Ax cos kx + Bxsin kx, jos P(ik) =0

e™sin kx, e coskx | Ae™ coskx + Be™sin kx, jos P(c + ik) # 0

ek Ae®, jos P(k) # 0
eFx Axe®, jos P(k) =0ja P'(k) #0
e Ax?e®, jos P(k) = P'(k) =0

Huom: Toisen asteen polynomin nollakohdista taytyy muistaa:

e P(k) =0 ja P'(k) # 0 < luku k on P:n yksinkertainen nollakohta
o P(k) = P'(k) =0 < luku k on P:n kaksinkertainen nollakohta.

o P(ik) # 0 < kompleksiluku ik ei ole polynomin P nollakohta; ts.
sin kx ja cos kx eivat ole homogeenisen yhtalon ratkaisuja.
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY VI

Maarita DY:n y” + y’ — 6y = 12e~* ratkaisu alkuehdoilla y(0) = 0,
y(0)=6.

Ratkaisu: Edellisen esimerkin perusteella yleinen ratkaisu on muotoa
y(x) = Cre=3 + Ge?* — 2e™*, jolloin
y'(x) = =3Cre™3 + 2Ge® + 2e7*. Alkuehdoista saadaan yhtilopari

0=y0)=G+&-2
6=y'(0)=-3C +2G +2,

josta C; =0, G, = 2. Alkuarvotehtivin ratkaisu on y(x) = 2> — 2e™*.
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY VII

Esimerkki 10.6

RLC-piirissa on kytketty sarjaan vastus (resistanssi R), kadami (induktanssi
L) ja kondensaattori (kapasitanssi C) sek3 |ahdejannite E(t). Piirissa
kulkevan sahkovirran voimakkuutta y = y(t) voidaan mallintaa
differentiaaliyht3ldlla Ly” + Ry’ +y/C = E'(t). Maarit3 piirissa kulkeva
sahkovirta (keinotekoisilla) lukuarvoilla y” 4+ 10y’ + 61y = 370sin t.

Ratkaisu: Karakteristinen yhtilé on muotoa A2 4+ 10\ + 61 = 0, jonka

ratkaisut ovat

_ —10+/-144

S —
Homogeenisen osan perusratkaisuiksi saadaan yi(t) = e~5t cos(6t) ja
yo(t) = e >t sin(6t).
Epahomogeenisen yhtalon yksittdisratkaisua varten kokeillaan yritetta
yo(t) = Acost + Bsint. Sijoittamalla tama lauseke epdhomogeeniseen

A —5£6i.
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY VIII

yht&l66n saadaan ehto (60A + 10B) cos t 4 (608 — 10A) sin t = 370sin t.
Tama3 yhtald toteutuu kaikilla t (vain silloin), kun

60A+10B =0
608 — 10A = 370,
josta ratkeaa A = —1 ja B = 6. Epahomogeenisen DY:n yleinen ratkaisu

on siis muotoa
y(t) = e 5¢(Cy cos(6t) + Cysin(6t)) — cost + Hsin t.

Huom: Ratkaisun eksponentiaaliset termit pienenevat nopeasti kohti
nollaa, joten lyhyen ajan kuluttua jaljelld on kaytanndssa vain termi
—cost+6sint.
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