Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Malinen/Nyman

MS-A0104 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1, IT / 2023

Laskuharjoitus 5A alkuviikolla 47
Aihepiiri: Integraali

Tehtavit 1-3 lasketaan ennen alkuviikon harjoitusta ja harjoituksissa opiskelijat esit-
tavat ratkaisunsa taululla. Tehtéviat 4-6 palautetaan MyCoursesin kautta tiistaihin
28.11. klo 23:59 mennessi. Muista my0s verkkotehtavat MyCoursesissa.

1. Laske integraalit
1 1 3 1
€T T 3
— dx, / — ja / e du.
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Vihje: Huomaa yhdistetty funktio ja sisdfunktion derivaatta.
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2. Suppeneeko epéoleellinen integraali / tanz dz? Vihje: Mitd on D In(cosz)?
0
3. a) Johda R-sdteisen pallon h-korkuisen kalotin pinta-alan lauseke A = 2w Rh.
Vihje: Kyseessé on funktioon f(z) =+ R? — 22 liittyvd pyorahdyspinta vélilla

R — h < x < R. Integroitava lauseke sievenee hyvin yksinkertaiseen muotoon.
b) Pééttele a-kohdan tuloksen perusteella koko pallon pinta-alan lauseke.
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/ |22 — 6| dx.
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5. Mista nékee, ettéd seuraava lasku on virheellinen:
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/ —de:/——:—Q?
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Mité oikean tuloksen pitéisi olla?

4. Laske integraali

6. Funktion f: [0, 00 = R Laplace-muunnos on uusi funktio £f, jonka arvo koh-
dassa s > 0 lasketaan kaavalla

(LF)(s) = / e () d.

Osoita, etta (Lf)(s) = H%, kun f(z) = e32.



Laskuharjoitus 5L loppuviikolla 47
Aihepiiri: Integroimismenetelmét

Niita tehtavia lasketaan ja késitelldan harjoituksen aikana.

™
1. Laske osittaisintegroinnin avulla / xsin(z) dz.
0

2. Laske integraalit
/ 4 dx 3 Jo—u?
— ja / 9 —uldu
o Vz(l+z) 0
sijoittamalla x = 2, u = 3sinw.

5 —
3. Laske integraali / Faf—ldw'

4. a) Johda osittaisintegroinnin avulla palautuskaava

o o
/ z"e dx = n/ 2" le T dr.
0 0

(Merkintéjen lyhentédmiseksi voit laskea ilman raja-arvoa eli oo integroinnin
ja sijoituksen ylarajana)
b) Laske a-kohtaa kdyttamalld integraali

o
/ e % dx.
0



Integraalin geometrisia sovelluksia

Jos f(x) > 0, niin fab f(z) dx on funktion kuvaajan ja z-akselin rajoittaman
tasoalueen pinta-ala valilla [a, b].

Yleisemmin: jos 0 < g(z) < f(x), niin fab(f(x)—g(x)) dx on kuvaajien y = f(x)
ja y = g(x) véliin jdévéan alueen pinta-ala.

Funktion kuvaajan y = f(x) kaarenpituus vélilla [a, b] on
b
(= / V14 f'(z)?dz.

Kun funktion f kuvaaja y = f(z) pyorahtdéd z-akselin ympéri, niin saadun
pyorahdyspinnan pinta-ala on

A:2w/‘U@HM1+f@¥dm

Jos kappaletta leikataan yz-tason suuntaisella tasolla kohdassa x ja poikkileik-
kauksen pinta-ala on A(x), kun x € [a, b], niin kappaleen tilavuus on

V:AUQMW

Kun funktion f kuvaaja y = f(z) pyorahtda z-akselin ympéri, se rajaa pyo-
rahdyskappaleen, jonka tilavuus on

vzwlv@fm.

Yleisemmin: Jos 0 < g(z) < f(x) ja kuvaajien y = g(z) ja y = f(z) vélinen
alue pyorahtéad x-akselin ympéri, niin saadun kappaleen tilavuus on

V= / (f(2)® — g(a)?) d.

Huom: Tulos ei ole sama kuin 7 ff(f(x) —g(x))*dx.

Kun kiyrd y = f(x) pyorahtaa y-akselin ympéri, niin vastaava tilavuus on

V= QW/b$f(l‘)d$.



