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Differentiaali- ja integraalilaskenta 1
Tietokoneharjoitus: ratkaisut

Johdanto

Kurssin 1. alkuviikon harjoituksissa tutustutaan Maple-ohjelmaan, joka on symbolisen laskennan
matematiikkaohjelma. Sen avulla voidaan suorittaa kaikki symbolisten laskinten toiminnot, piirtda
kuvia ja paljon muuta. Lisaksi laskut on helppo tallentaa tyoarkille (Maple Worksheet) myéhempéaé

| Lkayttoa tai muokkausta varten.

Ohje
Ohjelmassa on kolme erilasta tilaa:
« laskut ja muut operaatiot tehdaan kaskyrivilla, joka alkaa merkilla >,
Lisaa kaskyriveja saa ylapalkin [> -painikkeella tai pikanappaimilla Ctrl + J, Ctrl + K.
Kasky suoritetaan siirtamalla kursori kaskyriville ja painamalla Enter.
Kursorin ei tarvitse ollarivin lopussa!
« tekstitilassa voi kirjoittaa tavallista tekstia (kuten tama ohje).
Kéaskyrivi muutetaan tekstitilaan pikanappaimella Ctrl + t tai ylapalkin T-painikkeella.
« kaavaeditorilla voi kirjoittaa matemaattisia kaavoja tekstin sekaan.
Kaavaeditoriin ja siit pois padsee F5-nappaimella.

Ylapalkin suurennuslasi-nappéaimella voi kasvattaa fonttikokoa.
Voit kokeilla myds vasemman reunan pikavalikkoja, mutta kaikki alla olevat tehtavéat voi tehda
myds ilman niita.

Klikkaa nuolenpéita avataksesi kunkin kohdan. Siirrd kursori esimerkkien kaskyriville ja paina
Enter.
Kay talla tavalla lapi kaikki esimerkit ja tee sen jalkeen aiheeseen liittyvat tehtavat.

| Tydarkki kannattaa tallentaa aika ajoin: Ctrl + s

Peruslaskentaa

;Kokeile tavallista numeroilla laskemista: yhteen- , kerto- ja jakolaskuja seka potenssiinkorotusta.
Esimerkki:

> 243
] 5 (3.1
> 2-3
i 6 (3.2
18

15

6

] = (3.3)
> 93

8 (3.4)
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| Lisatietoa muista laskutoimituksista:
| > ?arith

| Omia kokeiluja:

10
> 3 - —
2

238

[ Potenssi saadaan kirjoittamalla ” ja valilyonti.

Muuttujien maarittely

:Esimerkki:
> a:=4;b:=8; #Huom! 1) kaksoispiste yhtasuuruusmerkin edessa! Kaksoispisteeton
= on varattu mm. yhtaloita varten.

# 2) samalla rivilla olevat kaskyt erotetaan symbolilla ; tai :
a:=4
i b:=8
>a+b
i 12
| Muuttujan arvon poistaminen:
> q:="a'
i a=a
> a+b
i a+38
| Poistetaan kaikki maarittelyt:
| > restart
>a+b
a-+b

[ > x:=6y:=9;z:=-5

xX=06
y:=9
i z:=-5
> Xy, Xtz ’xyZ
-y
54
1
3
1

103945637534048876111514866313854976

Alkeisfunktioita
| Esimerkki:

|_> sqrt(2) # sqrt = neliojuuri

Tehtava: Maarittele muuttujat x =6, y =9 jaz=-5 ja laske niiden avulla x-y, Xtz seka x’“.

(3.5)

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7



V2 (5.1)
> evalf (%) # evalf = evaluate to floating point number, % = edellisen kaskyn tulos
1.414213562 (5.2)

> evalf (%%, 20) # %% = toiseksi edellisen kaskyn tulos, 20 = haluttu tarkkuus **

# " ‘edellisiin tuloksiin voi viitata myos tuloksen numeron avulla nappainyhdistelmalla
CTRL +L
1.4142135623730950488 (5.3)

> sqrt(2.0)
# jos lauseke sisaltaa desimaalilukuja, niin lasketaan (yleensa) likiarvoilla
# huomaa desimaalipiste.

i 1.414213562 (5.4
> exp(1)
_ € (5.5)
> evalf(exp(1)) #e =exp(x),
i 2.718281828 (5.6)
> exp(In(x)) #" luonnollinen logaritmi
i 6 (5.7

. ( Pi
> —

[ B5)
% J3 (5.8)

Tehtavé: Laske cos(n/3), tan(57/6) ja luvun cot(In(1 + ez) ) likiarvo. Miké on luvun 7 sadas
desimaali?

| Huomaa, etta e = exp(1) ja o= exp(2). Lisaksi « = Pi = 3.1415... (pi = kreikkalainen kirjain pii)

> cos(%);tan( 5'6P1 )

1

2
-3 VF (5.9)

> evalf (Pi, 101)
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062\ (5.10)

862089986280348253421170680

>

:Nayttéé silta, etta desimaali on 0, mutta se voi olla pydristetty. Tarkistetaan:
> evalf (Pi, 102)
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062\ (5.11)

i 8620899862803482534211706798
L Vastaus: 100. desimaali on 9

¥ Lausekkeiden kasittely
| Esimerkki:

|_> x =%y =" #" Alustetaan x ja y




x-(3-x+2)
X

> sin(x)2 + cos(x)2

> simplify(%)

> x'(x—|—1)~(x2—|—1)

. (Pi
> J—
[ 25)

> convert(%, radical)

> (1+2)-(1 —|-z+zz)

| > restart
> (142)-(1 +z+7)

> expand(%)
> expand(cos(2-x))
> simplify(cos(2-x))

> expand(tan(x +y))

X=X

Y=y
#' Jotkin lausekkeet sievennetaan automaattisesti

2x+2

sin(x)2 + cos(x)2

#' mutta joskus se taytyy vaatia erikseen
1

x(x+1) (x2+1)

> expand(x-(x—i— 1)-(x2+ 1))

x4+x3 +x2+x

> sin(x +y) =expand(sin(x +y))

sin(x +y) =sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(L TE)
5

#' radical = juurilauseke

TV s-TF

Tehtavé: Tutki simplify- ja expand-késkyjen vaikutusta lausekkeisiin (1 +z)- (1 +z + 2 ),

cos(2 x) jatan(x + y). Muunnasin ( 6_7:) J juurilausekkeeksi.

-84

:Nain pitanyt kayda: z:lla on lukuarvo -5 vanhasta ké&skysta!

(1+z2) (Z4+z+1)

z3+222+22+1

2 cos(x)2 —1

cos(2 x)

tan(x) + tan(y)
1 —tan(x) tan(y)

6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)
(6.12)
(6.13)

(6.14)

(6.15)



¥ Jonot ja summat

2
> Seq(%, n=1 ..10]

1,9 ,25 9 4 1 81 25
i 277877327167 1287 47 5127 256
| Tehtéva: Laske summa 5° +6° +7° + 8> +9° + 107 kayttamalla sum-kaskya.
> Sum(nS,n=5..10)
2025

Y Yhtalon ratkaiseminen
:Esimerkki:
> yhtalo = ¥-2-x—1=0
yhtalo:=x3 —2x—1=0

1 1 1 1
/ ::_1 _—— = —_ _
ratkaisut ' ) V5, ) V5 + )

Ratkaisut voi tarkistaa sijoittamalla, mutta sita ei tietenk&aan tarvitse tehda:

> x[3] = ratkaisut[3] #° annetaan kolmannelle ratkaisulle uusi nimi
1 1
Xy = 3 \/? + ?

:Esimerkki:
> jono = seq( nz, n=0.5) #° ohjelmissa jonot eivat ole aarettoman pitkia
i jono :=0,1,4,9, 16, 25
> jono[4] #' indeksointi alkaa kohdasta 1
9
;> 7seq
> Sum(nz, n =O..5)
i 55
| > 7sum
> =
lln’llt( P n znﬁmly)
1
i 5
( 1 P J
> sum| —, n =0 ..infinity
4"
4
i 3
2
Tehtava: Muodosta jonon a, = —, n = 1,2,3,... kymmenen ensimmaista termia.
2

> ratkaisut = solve(yhtalo) #" kaskyn tuloksena on jono kaikista ratkaisuista

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

8.1)

(8.2)

8.3
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> subs(x=x[3], yhtalo) #° ‘tarkistetaan ratkaisu sijoittamalla
3
(%J?l%%)-—J§—2=0 (8.4)
[ > simplify( %)
0=0 (8.5)

> fsolve(yhtalo, x, complex)
#' nain saadaan kaikki polynomiyhtalon ratkaisut numeerisesti
-1., -0.618033988749895, 1.61803398874989 (8.6)

[ > yhtalo2 == x-sin(x) -1

i yhtalo2 = x sin(x) — 1 8.7)
> solve(yhtalo?) #° ‘ei osaa ratkaista tarkasti
i RootOf (_Zsin(_Z) —1) (8.8)
> fsolve(yhtalo2) # ‘mutta osaa numeerisesti
i -1.114157141 8.9)
> fsolve(yhtalo2,x =0 ..10) # " jokin ratkaisu ko. valilta
6.439117238 (8.10)

Tehtiva: Maarita yhtalon ¥ +2x +x—1=0 tarkat ratkaisut ja niiden likiarvot. M&arita yhtalolle
| x-tan(x) = 1 jokin positiivinen ratkaisu x > 0.

> Solve(x3 +2x+x—1 =O)

L avs ) 2 (ayF ) e — ®11)
(43 +4) (435 +4)

(4v5 +4) 4 —2 1/3),—i(4ﬁ+4)
) 4

1
2 (45 +4

+ 1 173 _LI\/?[L (4v5 +4) "+ : 1/3]
| (4VF ) 2 ? (45 +4)

> evalf (%)
i 0.3221853540, -0.1610926772 + 1.754380960 1, -0.1610926772 — 1.754380960 1 (8.12)

[ > solve(x-tan(x) =1)

1/3

+%1ﬁ(

i RootOf (tan(_Z) Z—1) (8.13)
> fsolve(x-tan(x) =1)
i -0.8603335890 (8.14)
> fsolve(x-tan(x) =1,x=0..10)
i 6.437298179 (8.15)
Funktio ja kuvaaja
:Esimerkki:
> fi=x— x-sin(2-x) # nuoli saadaan kirjoittamalla ->
i f:=x—xsin(2x) 9.1)
Pi
/(%)
R NE 9.2)




> plot(f(x),x=0.2-Pi) #° ‘tai suoraan plot(x-sin(2-x), x =0..2-Pi)

34 T~
‘ —_— _ ‘ ‘
: n n 3n T 5w I T 21
4 2 4 4 2 4
X

T n 3n T ST 3m 7T 2T
4 2 4 4 2 4
X
:> ?plot

| > ?plot,options
> with(plots)
[ animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplot3d, 9.3

conformal, conformal3d, contourplot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d,
densityplot, display, dualaxisplot, fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d,
implicitplot, implicitplot3d, inequal, interactive, interactiveparams, intersectplot,
listcontplot, listcontplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d, loglogplot, logplot,
matrixplot, multiple, odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, pointplot3d, polarplot,
polygonplot, polygonplot3d, polyhedra supported, polyhedraplot, rootlocus,
semilogplot, setcolors, setoptions, setoptions3d, shadebetween, spacecurve,
sparsematrixplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot |

> plot3d(x* +29% x=-1..1,y=-1.1, axes =boxed) # kuvaa voi pyérittia hiirelld

Hienompia kuvia saadaan edistyneemmilla plot3d-kaskyilla:

[> ?plot3d

Tehtava: Piirra funktion g (x) = ¢'sin (x) kuvaaja vililla [0,x] ja médritd graafisesti sen maksimikohta
ja -arvo; klikkaa kuvaa hiiren oikealla nappaimella ja valitse: Probe Info -> Cursor position,
jolloin koordinaatit nakyvét kursorin kohdalla.

> plot(exp(x)-sin(x), x=0..Pi)

() ‘
T T 3_7t T 51 3w TH I

i % 4 % 2 R 4 %
| LMaksimi on noin 7,5 kohdassax =2.3




V¥ Derivaatta

Esimerkki: Maéritetaan alla olevan funktion maksimi vélilla [ 0, rt].
> f = x—sin(x)-exp(-x)
i f=x—sin(x) e (10.1)
[ > plot(f(x),x=0..2-Pi)

U.jV’\

—

I i R T 51 31 7T 2T

4 2 4 4 2 4
X
[ > f(x)=0 #" maksimi on derivaatan nollakohdassa
i cos(x) e " —sin(x) e =0 (10.2)
> dnollakohta := solve( %) # antaa vain yhden ratkaisun, % = edellisen kaskyn tulos
dnollakohta = % s (10.3
> f (dnollakohta)
1
1 g T
> J2 e (10.4)
> maximize( f(x),x=0..Pi) #° tal suoraan nain
1
1 Ty
> J2 e (10.5)
> maximize( f(x),x=0..Pi, location)
1 1
1 B _ 1
> J2e * = J_ e (10.6)
Tehtava: Maarita funktioiden sin (x) + cos(x) ja Slm_i(_x) suurin ja pienin arvo valilla [0, «t].
x

Kokeile seké vaiheittain ettéq suoraan maximize/minimize-kaskyilla.

Vihje: Jos ratkaisua ei saada iimaistua lausekkeena, niin helppo tapa loytad numeerinen ratkaisu on
muuttaa

jokin funktion lausekkeen luvuista desimaaliluvuksi (esim 1 +x — 1.0 + x) tai lisata funktioon
haviavan pieni luku (esim. 1e-50 = 10%).

Toinen tapa on kayttad Optimization-modulin numeerista Maximize/Minimize-komentoa

_(esim. Optimization:-Maximize( f(x),x=0..10))

> maximize(sin(x) + cos(x), x=0..P1)

V2 (10.7)

> maximize( sin(x) ,x=0..Pi)
I +x

sin(RootOf (~tan(_Z) + Z+1,1.132267725))
RootOf (-tan(_Z) + Z+ 1, 1.132267725) + 1

(10.8)

sin(x)
1.0 +x

> maximize( ,x=0 ..Pi)

0.4246077542 (10.9)
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Integraali
:Esimerkki:
> int(sin(x)-exp(x), x)
1 x, 1. X

I Y cos(x) € + > sin(x) € (11.1)
> 'int(x3,x=0..3)'=int(x3,x=0..3)

3

J Pde= 3L (11.2)

0 4

> int(exp(-x*), x=0..infinity)

; Jr (11.3)

> int(exp( —xz),x=0..1)

; erf(1) J (11.4)
=> evalf (%)
0.7468241330 (11.5)

| > ?erf
Tehtava: L aske funktion x-sin(x) integraali valilla [0,7] ja funktion sin(xz) integraali valilla [0, o0 ].

| Adreton on infinity.
> Int(x-sin(x),x=0..Pi) =int(x-sin(x), x=0..Pi)
T
xsin(x) dx=m (11.6)
0

> 'int( sin(xz) ,x=0 ..inﬁnily) '= im‘( sin(xz) ,x=0 ..inﬁnily)

J sin(x2) dr= 41‘ J2 (11.7)
0

[ Tassa on kaksi erilaista tapaa kayttaa "hidastettua” kaskya, jolloin lausekkeen muoto jaa nakyviin

| (esim. tarkistusta varten).

Jos jaa ylimaaraista aikaa, niin ...
voit tutustua verkossa olevaan Maple-materiaaliin:
http://math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieO/maple.html

Esimerkiksi Pekka Alestalon kirjoittama Pikaohje sisaltaa kaikki tavallisimmat kéaskyt.



