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Kertausta: aariarvot yhden muuttujan tapauksessa

e Funktiolla f: /| C R — R on lokaali (paikallinen) maksimi pisteessa
a€l, jos f(x) < f(a) kaikilla x:n arvoilla jossakin a:n ympéristossa
(eli riittavan lahelld pistetta a).

@ Vastaavasti lokaali minimi tarkoittaa sita, ettd f(x) > f(a) jossakin
a:n ymparistossa.

@ Maksimi tai minimi on globaali, jos kyseinen epayhtdlé on voimassa
kaikilla x € I.

o Airiarvoja voi esiintya: (i) Funktion f kriittisissd pisteissd f/(x) = 0,
(i) pisteissa joissa f:n derivaatta ei ole mairitelty, ja (jii)
maarittelyjoukon / reunalla.

@ Seuraavaksi yleistetddn néita ehtoja funktion f: D C R" — R
tapaukseen.
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Airiarvot ja usean muuttujan funktiot

@ Funktiolla f: D C R" — R on pisteessd xg € D lokaali maksimi, jos
f(x) < f(xp) jossakin pisteen xo ymparistossa.
@ Vastaavasti f: D C R"” — R on pisteessd xg € D lokaali minimi, jos
f(x) > f(xo) pisteen xo ympéristossa.
o Airiarvo on globaali eli absoluuttinen, jos kyseinen epiyhtilé on
voimassa kaikilla x € D.
o Airiarvoja voi esiintya:
© Funktion f kriittissd pisteissa eli gradientin nollakohdissa Vf(x) = 0,
@ pisteissd joissa Vf ei ole maaritelty, seka
© maarittelyjoukon D reunalla.
@ Joukon D kriittistd pistettd xg, joka ei ole maksimi tai minimi,
kutsutaan funktion f: D — R satulapisteeksi.
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Esimerkki 1

Funktiolla f(x,y) = 1 — x? — y? on lokaali maksimi f(0,0) = 1 pisteessa
(0,0). Tama piste on funktion f kriittinen piste, koska

V£(0,0) = —2xi — 2yj‘(0 5 =0
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Esimerkki 2

2

Funktiolla f(x,y) = y? — x? on satulapiste (0,0). Tami piste on funktion

f kriittinen piste, koska

p _ oxit v —o.
V£(0,0) xi + 2yj ©0) 0
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Esimerkki 3

Kaikki pisteet suoralla x = 0 ovat funktion f(x,y) = —x> satulapisteiti.
Huomaa, ettd

VF(0,y) = —3x% o = 0 kaikilla y € R.
Y
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Esimerkki 4

Funktiolla f(x,y) = 1/x2 + y? on lokaali minimi £(0,0) = 0 pisteess3
(0,0). Funktio f on jatkuva, mutta sen gradientti Vf ei ole maaritelty
tdssa pisteessa.
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Esimerkki 5

Funktiolla f(x,y) = 1 — x ei ole paikallisia d3riarvoja, jos sen
mairittelyjoukko on koko taso D = R?. Jos maiirittelyjoukoksi kuitenkin
ajatellaan esimerkiksi kiekko D = {(x, y) : x> + y2 < 1}, niin sen reunalla
saadaan maksimi f(—1,0) = 2 ja minimi f(1,0) = 0.
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Airiarvojen luokittelu: johdanto

o Airiarvojen luokittelu perustuu suureen Af = f(x + h) — f(x)
tarkasteluun kriittisessd pisteessa x € D.

e Jos Af saa vain positiivisia arvoja (kun ||h]| on pieni), on piste x
minimi ja negatiivisessa tapauksessa maksimi. Jos Af vaihtaa
merkkid, niin piste x ei ole minimi eikd maksimi.

@ Tamai johtaa funktion f toisen derivaatan tarkasteluun kriittisessa
pisteessd. Yhden muuttujan tapauksessa:

@ Jos f”(x) < 0, funktiolla f lokaali maksimi pisteessi x.

@ Jos (x) > 0, funktiolla f lokaali minimi pisteessd x.

© Jos (x) =0, testi ei anna vastausta, ja kysymys téytyy ratkaista
muulla tavoin.

@ Seuraavaksi yritetddn yleistdad titd ajatusta monen muuttujan
funktiolle.

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2020

9/16



Hessen matriisi 1/2

@ Olkoon f: D C R" — R funktio, jolla on jatkuvat toisen kertaluvun
osittaisderivaatat.

@ Funktion f luonnollinen derivaattakasite on gradientti, joka itsessdan
on vektoriarvoinen funktio Vf: R" — R".

@ Siten funktion f toinen derivaatta on matriisi, jota nimitetddn Hessen

matriisiksi
82 82 82 T
8—);12 (x) 78)(2?)(1 f(x) ... Tn?xl f(x)
0 0 0
Hf'(X) _ 8X18x-2 f(x) 8X22 f(x) o 8)("8)(-2 f(x)
2 ’ 2 ' 2 '
_8X?8X,, f(X) 8x§8x,, f(X) e 8(15 f(x) ]

@ Koska f on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva, derivoinnin jarjestysta
voidaan vaihtaa, ja kyseinen matriisi on symmetrinen.
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Hessen matriisi 2/2

Miksi Hessen matriisi kiinnostaa meitd? Kun gradientin avulla voidaan
kirjoittaa lineaarinen (ensimmaisen asteen) approksimaatio funktiolle
f: D CR" — R, niin Hessen matriisilla saadaan kvadraattinen tarkennus:

F(x + h) ~ £(x) + h - VF(x) + %th(x)hT,

jossa (vaaka)vektori h = (hy, ha, ..., h,) on pieni.
@ Tama kaava on itse asiassa ainoastaan uusi tapa kirjoittaa toisen
kertaluvun Taylorin approksimaatio n muuttujan funktiolle.
e Termi muotoa z” Az on n x n-nelidmatriisille A n.k. nelidmuoto, jossa
z on n-pystyvektori. Kirjoita kaava auki tapauksessa n = 2!
@ Pisteessd, jossa Vf(x) = 0, on voimassa approksimaatio
f(x +h) — f(x) ~ ShHe(x)h". T4t4 voidaan kayttas hyviksi

mahdollisen d3riarvon luokittelussa pisteessd x ajattelemalla, ettd
h ~ 0.
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Matriisin (ja nelidmuodon) definiittisyys 1/2

Mit3 tarkoittaa symmetrisen matriisin positiivisuus tai negatiivisuus?

@ Symmetristd n X n-matriisia A sanotaan positiividefiniitiksi jos sen
kaikki ominaisarvot ovat positiivisia.

@ Sanotaan, ettd matriisi A on negatiividefiniitti jos —A on
positiividefiniitti.

@ Matriisin sanotaan olevan indefiniitti, jos sen kaikki ominaisarvot ovat
nollasta poikkeavia ja silla on vahintdan yksi positiivinen seka yksi
negatiivinen ominaisarvo.

Positiivi/negatiividefiniiteilld matriiseilla on monia samoja ominaisuuksia
kuin positiivisilla/negatiivisilla reaaliluvuilla.
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Matriisin (ja nelidmuodon) definiittisyys 2/2

Symmetrisen matriisin A definiittiys tai indefiniittiys periytyy sitd
vastaavalle neliomuodolle.

e Jos A on positiividefiniitti, niin x” Ax > 0 kaikilla nollasta poikkeavilla
pystyvektoreilla x € R".

@ Jos A on negatiividefiniitti, niin x” Ax < 0 kaikilla nollasta
poikkeavilla pystyvektoreilla x € R".

o Jos A on indefiniitti, niin x” Ax saavuttaa seka negatiivisia etta
positiivisia arvoja pystyvektorin x vaihdellessa.

Vaite nahdaan todeksi ortogonaalidiagonalisoimalla symmetrinen matriisi A
muotoon A = UTAU, jossa diagonaalimatriisi A sisiltdd A:n ominaisarvot.
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Toisen derivaatan testi monen muuttajan tapauksessa

Lause

Olkoon f: D C R™ — R funktio, jolla on jatkuvat toiset osittaisderivaatat
kriittisen pisteen x € D ymparistossa. Talloin:

a) Jos He(x) on positiividefiniitti, niin £:1ld on lokaali minimi pisteessa x.

b) Jos Hr(x) on negatiividefiniitti, niin f:113 on lokaali maksimi pisteessa
X.

c) Jos H¢(x) on indefiniitti, niin f:ll3 on satulapiste pisteessa x.

d) Muussa tapauksessa testi ei anna tietoa funktiosta f.

Seuraa approksimaatiosta f(x + h) — f(x) ~ ShH¢(x)h" kun h ~ 0. Viite
tarvitsee nimittdin ainoastaan tarkastaa Hessen matriisin maaraamalle
neliomuodolle.
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Esimerkki 6 1/2

o Etsitdan ja luokitellaan funktion
f(x,y,2) = x°y + y?z + 2% — 2x

kriittiset pisteet.
@ Yhtalot kriittisille pisteille ovat

fi(X,y,Z) =2Xy_27
fz(X,y,Z):XZ—i-QyZ,
0 = )%(X,y,Z):y2+2Z.

o N3ama yht3lot ratkaisemalla ndhdaan, ettd funktion f ainoa kriittinen
piste on P = (1,1,—-1/2).
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Esimerkki 6 2/2

o Lasketaan Hessen matriisi Hr(1,1,—1/2) = {% —21 g}

@ Lasketaan matriisin ominaisarvot vaikkapa MATLABIlla
> a=0[220;2-12; 02 2]

2 2 0
2 -1 2
0 2 2
>> eig(a)
ans =
-2.7016
2.0000
3.7016

e Niinpa funktiolla f on satulapiste pisteessda P = (1,1, —1/2).

(Matriisin definiittisyys voidaan tarkistaa ilman ominaisarvojen
madrittdmistd myos n.k. Sylvesterin kriteerilld tutkimalla alimatriisien
determinanttien etumerkkeja.)
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