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Tasointegraali

@ Olkoon D C R? joukko tasossa ja f: D — R skalaarikentts. Halutaan

maaritelld tasointegraali
// f(x,y) dA.
D

@ Integraalin arvo on pinnan z = f(x, y) ja xy-tason véliin jidvan
alueen tilavuus.

o Tutkitaan aluksi erikoistapausta D = [a, b] x [c, d]:
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Yhden muuttujan tapaus

@ Yhden muuttujan tapauksessa integraali saadaan Riemannin summien
raja-arvona

@ Formaalisti .
/a f(x)dx = n'L”;oZ f(x;)Ax,

missd a = xg, X1, . ..,X, = b on vélin [a, b] tasavélinen jako ja Ax on
jakovalin pituus.
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Usean muuttujan tapaus (tasointegraali, R?)

@ Jaetaan tason osajoukko D = [a, b] X [c, d] tasavilisesti ruudukoksi
niin, ettd kummallakin akselilla on n jakopistetta:

o Nyt voidaan maaritelld

// x,y)dA = nll_)r'goz Z f(xi,y;) AxAy,

i=1 j=1
missa Ax ja Ay vastaavat jakovilien pituutta x ja y-suunnassa:
b—a d—c

Ax = , Ay = .

n n
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Usean muuttujan tapaus (avaruusintegraali R®)

@ Tason tapauksessa edelld maariteltya integraalia kutsutaan
tasointegraaliksi.

@ Samaan tapaan voidaan maaritelld avaruusintegraali:
n n n
/// f(x,y,y)dV = lim Z Z Z f(xi,yj, zk) AxAyAz,
b S
kun D = [31, bl] X [32, bg] X [33,b3] C R2 ja f: D— R. Tassa

b —
Ax = 1n317 Ay

bz — a3
alAz= .
n

by —as .
= J

@ Vieldkin useamman muuttujan funktioita f: D C R" — R, missa
n > 2, voi integroida samaan tapaan.
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Huomautuksia

@ Yhden muuttajan tapauksessa integraaleille patee Analyysin
peruslause:

f(x) = CZ(/ f(t)dt, kun ¢, x € [a, b]
Cc

ja f: [a, b] — R on jatkuva funktio.

@ Analyysin peruslauseesta seuraa, ettd integrointi ja derivointi ovat
toistensa vastaoperaatiota, mika johtaa moniin integroinnissa
hyodyllisiin kaavoihin.

o Valitettavasti Analyysin peruslauseelle ei ole yksikasitteistd, selkeda
vastinetta usean muuttujan tapauksessa.
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Moninkertainen integraali

@ Monen muuttujan integraaleja voidaan usein kuitenkin laskea
moninkertaisina integraaleina.

o Kaksiulotteinen tapaus (integrointialue suorakaide)

//Df(X,Y) dA — /Cd /ab f(x,y)dxdy, kun D = [a, b] x [c,d].

e Kolmiulotteinen tapaus (integrointialue suorakulmainen sérmio)

by rby by
/// f(x,y,z)dV:/ / / f(x,y,z)dxdydz,
D az a a1

kun D = [al, bl] X [32, b2] X [33,b3].

e Mikéli funktio f: R” — R (n=2,3,...) on jatkuva, niin
integroimisjarjestykselld ei ole valid integraalin arvon kannalta.
Laskujen helppouden kannalta vilid kuitenkin on.
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Esimerkki 4

Olkoon f(x,y) = xy?. Lasketaan

// f(x,y)dA, missi D= {(x,y) eR?:0<x<1,0<y<1}
D

Aluksi kirjoitetaan tasointegraali kaksinkertaisena integraalina, ja

lasketaan .
// xy? dA:/ / xy? dx dy
D o Jo
11,2,,271
X"y
/0 |: 2 :|X:0
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Esimerkki 5
Olkoon f(x,y,z) = xye”. Lasketaan

///D f(x,y,z)dV, missd D =10,2] x [0,1] x [-1,1].

Kirjoitetaan avaruusintegraali kolminkertaisena integraalina. Lasketaan

1 1 2
///xyezdv=/ //Xyezdxdydz
D -1Jo Jo
1,1
//xye dydz:/ /Zyezdydz
-1Jo
1 1
:/ y2e? dz:/ e® dz
-1 y—O -1

= €

—e—e L
z=-—1
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Integrointi yleisemmissa alueissa 1/2

e Tutkitaan funktiota f: D — R, joka on mdaritelty tason (tai
avaruuden) osajoukossa D.

e Ti3hian asti on oletettu, ettd D on suorakaide (vast. suorakulmainen
sarmid). Yleisemmassad tapauksessa voidaan tarkastella suorakulmiota
D, jolle D C D.

e Jotta integraali olisi maaritelty, taytyy joukon D olla "siisti" (esim.
riittda, ettd reuna on paloittain siled).

.
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Integrointi yleisemmissa alueissa 2/2

o Mairitelldan funktio 7: D — R seuraavasti:

Fix,y) = { f(x,y), kun (x,y)€ D,

N

0, kun (x,y)e D\D.

o Nyt voidaan maaritelld

//D f(x,y)dA:= //D F(x,y) dA.

@ Samaan tapaan voidaan maaritelld my6s avaruusintegraali
ei-suorakulmaisen integroimisalueen tapauksessa:

///Df(x,y,z)dv ::///E)?(X,y,z)dv,

kun D on suorakulmainen sarmié ja D C D.
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Esimerkki 6 1/2

Olkoon D = {(x,y) € R?:0 < x < 1,0 < y < x}. Lasketaan
funktion f(x, y) = xy integraali yli alueen D.

1 X
ﬂxydA=/ (/ xydy)dx
D 0 0
L y? ¥ 4
_/0 2

1,3
dx:/X—dX:X—
y=0 0 2 8
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Esimerkki 6 2/2

Integrointi on mahdollista suorittaa myos toisessa jarjestyksessa:

//nydA:/ol(/ylxydx)dy
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Esimerkki 7

Lasketaan funktion f(x,y) = e integraali Esimerkin 6 alueessa.

1 X 1
//eXZdA:/ (/ exzdy)dx:/ xe* dx
D 0 0 0

Sijoituksella t = x2, dt = 2x dx saadaan

1, 1
= dt = ~ef
2/06 2°¢

Huom. Integroimisjarjestykselld on valia. Integraali

/01</ylexzdx>dy

on “hyvin vaikea” laskea.

1

e
t=0 2
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Epaoleelliset integraalit 1/2

Tahan asti integrointi tapahtuu rajoitetussa alueessa rajoitetulle funktiolle
(integrandille). Joskus voidaan kuitenkin integroida rajoittamattomia
funktioita ja/tai rajoittamattomassa alueessa.

o Tarkastellaan ainoastaan tapausta, jossa funktio f on ei-negatiivinen
eli f(u) > 0 kaikilla u € D.

. 2 . . .
o Lasketaan funktion f(x,y) = e ™ integraali alueessa suorien y = £x
rajoittamassa rajoittamattomassa alueessa D, jossa x > 0.
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Epaoleelliset integraalit 2/2

Mikali integraali on suppenee, sen arvo saadaan laskemalla

// e dA = / / e dy dx = / 2xe ™ dx
D 0 —X 0

R 2
= lim / 2xe ™ dx.
0

R—o0
: . y )2 52
Integraalin laskemiseksi huomataan, etta d%e = —2xe™*".
Siten
. R 2 : 2|R - R2
im xe © dx= Ilim —e” = Ilml—-—e" =1
I 2xe” " d I x lim 1 1
R—o0 Jo R—o0 x=0 R—o0
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Esimerkki 1 1/2

Olkoon Dy = {(x,y) € R2: 0 < x < 1, |y| < x2} ja rajoittamaton
funktio f(x,y) = 1/x%.

Lasketaan integraali

// — dA = // —2dydx
D1 _x2 X
—/ 2dx = 2.
0
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Esimerkki 1 2/2

Lasketaan saman funktion integraali alueessa
Dy ={(x,y) eR?:0< x < 1, |y| < /x}.

//DQ—dA / /\[;dydx

2x—1/2|
- =3/2 gy — &~
/ 2\/_ dx = /0 2x dx = R|l>n0]+ 1/

Suppeneminen riippuu integroitavasta funktiosta ja myds alueesta.
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