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Vektoriarvoiset funktiot

Olkoon D C R" ja f = (f1, fa, ..., fy) vektori, missd jokainen funktion f
komponentti on funktio f;: D — R ja m,n > 2.

@ Tallainen vektori maarittelee vektoriarvoisen funktion f: R” — R™,
jota kutsutaan myos vektorikentdksi.

@ Usein kaytetdan merkintdd y = f(x).
@ Vektoriarvoisia funktiota esiintyy usein mm. fysiikassa sellaisten

suureiden yhteydessa, joilla on voimakkuus ja suunta (esimerkiksi
nopeus- ja voimakentét).

Huomaa, ettd fj:t ovat tassa vektorin f komponentteja (eivat siis
osittaisderivaattoja).
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Vektoriarvoisen funktion derivointi

@ Derivaatan luonnollinen vastine vektoriarvoisen funktion

f=(f,f,...,m) tapauksessa on Jacobin matriisi
Ox ox: 3%
oh oh ... 0B
Df(x) _ Ox1 Oxo Oxp
Ofm  Ofm .. Ofm
Ox1  Ox» Oxp

@ Jos m = n, Jacobin matriisi on nelidmatriisi ja sen determinattia
sanotaan funktion f Jacobin determinantiksi pisteessd x. Tata
determinanttia tarvitaan kurssin loppuosassa.

@ Jacobin matriiseilla ketjusdanto voidaan kirjoittaa yleisessd muodossa

D(f o g)(x) = Df (g(x)) Dg(x).
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Sovellus: implisiittifunktiolause

Oletetaan, etta skalaarifunktiot F(1), F(2), ..., F(n) ovat derivoituvia.
@ Tutkitaan yhtdléryhmaa

F(l)(X17X2a---ava}/1>Y27--~7}/n):07
F(2)(X17X2,---aXm7YIa)/27---7)/n):Oa
F(n)(X17X27---7Xma)/1>)/2a---7}/n):07

pisteen Py = (a1, a2,...,am, b1, ba, ..., by) lahella.

e Muuttujat y = (yi,...,yn) voidaan esittdd muuttujien
X = (x1,...,Xm) funktioina pisteen Py ldhell3, jos funktion
F(y) = (F@),---» F(n))(y) Jacobin determinatti

det DF(y) , # 0.
0
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Esimerkki 1

Osoitetaan, ettd (u, v) voidaan esittdd muuttujien (x, y, z) funktiona
systeemista

F(x,y,z,u,v) = xy? + xzu + yv? —3—0
G(x,y,z,u,v) = x3yz + 2xv — ?v? — 2 =0,

pisteen Py = (1,1,1,1,1) lshella.
e Selvasti F(Py) = G(Py) =0.
@ Muodostetaan Jacobin determinatti

oF  OF
% %
ou  Ov

Xz 2yv

B 1 2
P | —2uv? 2x —2uPv

,D0:’—2 0

4

o Koska determinantti ei ole nolla, voidaan kirjoittaa v = u(x,y, z) ja

v = v(x,y, z) kolmen muuttujan funktioina. Kaavoja néille funktioille
ei kuitenkaan voida yleensa antaa.
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Gradientti

@ Olkoon f: D C R" — R, n > 2, derivoituva pisteessi x € D.

Maaritelma

Funktion f gradientti pisteessd x on vektori

0 0 0

Vf:gradf: (8_)(1);’8_)(2 ,...,a—xn

f) e R".

o Gradientti kertoo funktion f nopeimman kasvun suunnan. Se on
vektoriarvoinen funktio Vf: D — R".

@ Tapauksessa n = 3 voidaan kirjoittaa

0 0 0
=i—+j— +k—.
v I(?XjLJOyjL 0z

@ Tapauksessa n = 2 kolmas termi jaa pois.

o Gradientti on Jacobin matriisin erikoistapauksena kun m = 1.
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Esimerkki 2

Olkoon f(x,y) = x? + y2.
@ Saadaan Vf = 2xi + 2yj.

o Erityisesti Vf(a, b) on kohtisuorassa origokeskisen (yksikkd)ympyran
mielivaltaiseen pisteeseen (a, b) piirrettya tangenttisuoraa vastaan.

Viimeinen viite on erikoistapaus yleisemmasta tasa-arvokayrid koskevasta
totuudesta.
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Tasa-arvokayrat (kertausta 2. luennolta)

Olkoon ¢ € R vakio, D € R? ja f: D — R funktio.
e Talléin joukko C = {(x,y) : f(x,y) = c} on usein tasokayra.

e Kyseinen pistejoukko voi olla my6s tyhja (jos f ei saa arvoa c) tai
vaikkapa koko taso (jos f on vakio).

o Mikali joukko C on tasokayra, sitd sanotaan funktion f arvoon ¢
liittyvaksi tasa-arvokayraksi.

o Esim. Korkeuskayrat kartalla ovat tasa-arvokayrid funkiolle, joka
liittaa kartalla olevaan pisteeseen (x,y) sen korkeuden meren pinnasta.

@ Huom. Jos tulivuoren kraaterissa on jarvi, niin veden pinta on
vakiokorkeudella meren pinnasta. Tulee ongelmia tulkita jarven pinta
tasa-arvokdyrana... mutta ei ajatella sitd nyt. Ajatellaan sen sijaan
levadaa Madeiran rinteilla.

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2024 8/17



Gradientti ja tasa-arvokayrat

Olkoon D C R?, (a,b) € D ja f: D — R derivoituva pisteessa (a, b) siten,
ettd Vf(a, b) # 0. Talloin Vf(a, b) on kohtisuorassa pisteen (a, b) kautta
kulkevaa funktion f tasa-arvokdyrdi (t.s., sen tangenttia) vasten.

Seuraus: Jos piste x € D on funktion f paikallinen dariarvo (minimi tai
maksimi), niin Vf(x) = 0.

Gradientin nollakohta ei kuitenkaan valttamatta ole funktion 33riarvo.
Edes skalaarifunktion derivaatan nollakohta ei valttamatta ole minimi eika
maksimi, kuten nihdain jos f(x) = x°.
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Todistus

Olkoon | = [~1,1] ja r(t): | — R? tasa-arvokyrin sellainen
parametrisointi, ettd r(0) = (a, b).

Koska r(t) = x(t)i + y(t)j on tasa-arvokayra, kaikilla t € | patee
f(x(t),y(t)) = f(a, b) eli vakio.

Ketjusdannosta saadaan (koska vakiofunktion derivaatta on nolla)
A (x(t), y(£)X'(t) + 2 (x(t), y(t))y'(t) = 0.
Erityisesti pisteessd t = 0 tama tarkoittaa, etta
Vf(a,b) ¥ (0) =0,

eli toisin sanoen vektori Vf ja tangentin suuntainen r'(0) ovat
kohtisuorassa. O
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Suunnattu derivaatta

o Edellinen tulos voidaan tulkita niin, ettd tasa-arvokdyrd(n tangentti)
antaa suunnan, johon edettdessd funktio ei kasva eikd vahene. Niinpa
funktio kasvaa jyrkimmin gradienttinsa suuntaan, joka on
tasa-arvokdyran normaalivektori.

@ Muihin suuntiin liikuttessa kasvunopeuden antaa suunnattu derivaatta

Duf(a, b) = %(O) jossa g(t) = f(a+ tur, b+ tuw).

jossa u = uyi + uoj on yksikkdsuuntavektori.

Olkoon f: D C R? — R funktio, (a,b) € D ja u = uyi + wyj sellainen
vektori, ettd ||ul|?> = u? + u3 = 1. Talldin funktion f suunnattu derivaatta

suuntaan u saadaan kaavasta

Duf(a,b) =u-Vf(a,b).

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2024 11/17



Esimerkki 3 1/2

e Olkoon f(x,y) = y* 4+ 2xy3 + x2y?. Etsitadn D,f(0,1), kun u on (a)
i1 25, (b) - 2i, (<) 3i, (d) i+].
o Ratkaisu: Lasketaan

VE(x,y) = (2y° +2xy2)i + (4y° + 6xy° + 2x°y)j,
V£(0,1) = 2i + 4j.
(a) |li +2j|| = V5 ja siten u = (i + 2j)/+/5. Saadaan
1 248
—(i+72j) (i +4j) == =25
\/g( j) - ( i) 7

Huomaa, etti téssd u ja Vf(0,1) ovat yhdensuuntaiset.

D,f(0,1) =
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Esimerkki 3 2/2

(b) i — 2i|| = v/5 ja siten u = (j — 2i)/+/5. Saadaan
—4+4

NG 0.

1
Duf(0,1) = —(j — 2i) - (2i + 4j) =
uf(0,1) = Z5( = 20) - (2 +4j)
Vektorit u ja V£(0,1) ovat siis kohtisuorassa.
(c) |I3i]l = 3 ja siten u =i. Saadaan D,f(0,1) =i- (2i+4j) =2. Tami
on sama kuin f(0,1).
(d) [li+jll = V2 ja siten u = (i + j)/v/2. Saadaan

D.f(0,1) = \%(i +i) - (2i + 4j) = 2%4 =3v2.

Huomaa, ettd 3v/2 ~ 4.243 < 21/5 ~ 4.472.
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Taylorin kaava

@ Yhden muuttujan tapauksessa m + 1 kertaa jatkuvasti derivoituvaa
funktiota 7: I — R voidaan approksimoida kaavalla

f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a) + f

kun a,x € [.

@ Tama idea yleistyy usean muuttujan tapaukseen: Jos a,h € R", n > 2
ja funktiolla f: D C R" — R on jatkuvat kertaluvun (m + 1)
osittaisderivaatat pisteitd a,a + h yhdistavalla janalla, niin

f(a+h) zz V)Jf

Jj=0
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Esimerkki 4
o Olkoon (a, b) € R? ja f(x,y) neljd kertaa jatkuvasti derivoituva

kiekossa (a, b)-keskisessa r-sateisessa kiekossa.

e Etsitdan 3. asteen approksimaatio. Jos h = (h, k), niin

f(a+h, b+ k) = f(a, b)+ (hD1 + kD)f(a, b) + %(th + kD)?f(a, b)

1
+§(hD1 + kDy)3f(a, b)

1
= £(a,b) + hfy(a, b) + kfa(a, b) + (h2f11(a, b) + 2hkfis(a, b) + k2fo(a, b))

1
t3 (h3f111(3, b) + 3h?kfi12(a, b) 4 3hk*fian(a, b) + k3 fana(a, b))

@ Huom. 1. asteen Taylor-approksimaatio on sama kuin tangenttitaso.
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Esimerkki 5 1/2

o Etsitddn 2. asteen Taylor-approksimaatio funktiolle
f(x,y) = \/x%+ y3 pisteen (1,2) ymparistossa.
@ Lasketaan f(1,2) = 3,

X 3y?

A(xy) = ) h(xy) =

eli 1(1,2) =1/3 ja ~(1,2) =2.
Edelleen
y? 8

fiilx,y) = 21y f11(1,2) = 577
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Esimerkki 5 2/2

—3xy?
ﬁ2(xay) = 2(X2 +y3)3/27 fi2(172) — T a0
12x2%y + 3y* 2
Fa(xy) = 22V f(1,2) = =

4(x2 + y3)3/2’ 3

@ Siten

1 1,8 2 2
F(1+h 2+ k)~ “h42k+ —(—=h+2( = Z)hk + ZKk?).
(L+h2+k)~3+3ht +2!(27 +( 9) *3 )
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