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Moninkertaisten integraalien sovelluksia 1/3

Tahan mennessd moninkertaisten integraalien sovelluksina on esiintynyt:

A(D) = //D 1dA.

o Kappaleen D c R3 tilavuus

V(D) = ///Dmv.

o Alueen D C R? pinta-ala
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Moninkertaisten integraalien sovelluksia 2/3

Mekaniikassa tulevat vastaan nama:

m(D) = ///D p(x,y,z)dV.

@ Hitausmomentti kappaleen pydriessd z-akselin ympari:

10) = ] ptxoy 262+ 51y av.

Tassd p(x,y,z) on materiaalin tiheys pisteessa (x, y, z).

@ Kappaleen massa
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Moninkertaisten integraalien sovelluksia 3/3

e Kaksiulotteisen tasolevyn painopisteen eli massakeskipisteen (X, ¥)

laskeminen
Sl ALRA Y |
X=— x dA, V=— y dA,
A(D) JIp A(D) JIp

jossa pinta-ala A(D) on laskettu tasointegraalilla jo aiemmin.

@ Jos levyn massa ei ole tasaisesti jakautunut, integraalia korjataan
paikasta riippuvalla tiheydelld p(x, y)

X = m(lD)//Dxp(X;y) dA,  y= m(lD)//Dyp(x,y) dA.

jossa massa m(D) = [, p(x,y) dA lasketaan tasointegraalilla.
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Massakeskipiste 1/2

Kolmiulotteisen kappaleen D massakeskipiste (X, ¥, z)

ﬁ JJ] sotoer.zyav.

ﬁ///ﬂ)yp(xyy,Z) av,
zZ= ﬁ ///D zp(x,y,z)dV,

missd p = p(x,y, z) on kappaleen tiheys pisteessa (x, y, z) ja m(D) on
kappaleen massa (tilavuusintegraalilla).
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I

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2024 5/15



Massakeskipiste 2/2

Kaava voidaan kirjoittaa myds vektorimuodossa

Mpredv
ppdv’

Xi+yj+zk =

missd r = xi + yj + zk.
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Esimerkki

@ Lasketaan epdyhtdloiden 0 < x<1,0<y<1ja0<z<1
maardadman yksikkdkuution D massakeskipiste, kun tiheys
p(x,y,z) = z.

@ Huom. Yksikkokuutio D voidaan myos maaritella kdyttden nk.
karteesista tuloa:

D =10,1] x [0,1] x [0,1] = [0, 1]°.

Tama merkintdtapa tarkoittaa samaa kuin yllaoleva maaritelma
epayhtéloiden avulla.
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Ratkaisu 1/2

@ Lasketaan ensin massa

1,1 pl
///pdV:///zdxdydz
D o Jo Jo
1

1
:/ zdz = 122:1.
0 z=0 2
@ Saadaan
1 1
1,11 1,2 1.2
% — Jo Jo Jo xzdxdydz _ <x=02X )(z=02z >
1/2 1/2
(122 1
12 2
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Ratkaisu 2/2

@ Vastaavasti

ol e yzdxdydz (1722 1
Y= 1/2 12 2

@ Edelleen voidaan laskea
1

1.3
S fol fol 0122 dxdydz _ ,_03%
12 1/2
_(3)_2
(12 3

o Massakeskipisteeksi saadaan

(x,y,z) =(1/2,1/2,2/3).
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Hitausmomentti 1/3

Tarkastellaan tilannetta, jossa pistemdiset kappaleet kiertdvat origoa
Xy-tasossa ympyran muotoista rataa pitkin samalla kulmanopeudella.
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Hitausmomentti 2/3
@ Voidaan laskea kappaleiden yhteenlaskettu liike-energia saadaan
laskemalla summa

N

Sl

i=1

l\)ll—l

N
1
E=D 5mv

N
1
= [ mite + 2]
i=1

missa w on kulmanopeus ja m;, x; sekd y; ovat i:nnen kappaleen
massa ja paikka.

@ Summaa
N

N
domiGE +yP) =) mirf
i=1

i=1

kutsutaan hitausmomentiksi.
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Hitausmomentti 3/3

o Ajattelemalla z-akselin ympari pyoriva kappale joukoksi
"infinitesimaalisen pienid” pisteitd, voidaan edelldolevasta summasta
paatelld kappaleen liike-energia:

E= ;[///D(x2 +y3)p(x,y,2) dV] w?

1
2
= Sizw,

2

lzz///D(x2+y2)p(X’y,Z) dV=///de'rz2

on kappaleen hitausmomentti z-akselin suhteen (r2 = x? + y? ja

dm = p(x,y,z) V).

missa
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Esimerkki

@ Lasketaan sylinterin
D={(xy,z) : x*+y?*<a’ja0<z<1}, a>0

hitausmomentti z-akselin suhteen, kun tiheys on vakio p = pg.
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Ratkaisu 1/2

@ Lasketaan

/z=///(x2+y2)po dv
D
1 27 pa
:po/ / / r’rdrdf dz
0 JO 0

a 1
= 27rp0/ r3dr = —7rpoa4.
0 2
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Ratkaisu 2/2

@ Toisaalta sylinterin massa on

mZ///PodVZPOV(D):Poﬂa2-
D

@ Siten hitausmomentti voidaan kirjoittaa

1 1
l, = 5(#;)032)32 = Emaz.

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2024 15/15



