Luku 2: Dynaamiset mallit,
differentiaaliyhtalot, tilaesitys ja linearisoints
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Tanaan

e Systeemit ja niiden mallit

e Prosessien mallintaminen ja simulointsi

o Tilaesitys

e Tilamuuttujien valinta ja tilaesityksen muodostaminen
e Epalineaarisen systeemin linearisoiminen

e Esimerkkeja

e Kotitehtava 1 (KT1) julkaistaan tanaan.

e Laskutupa alkaa pyoria huomenna torstaina. Tavalliset
laskuharjoitukset ovat normaalisti torstaina ja tiistaina.
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Mihin tarvitaan malleja saatotekniikassa?

e Systeemin ymmartamiseen
e Kausaliteetin selvittaminen
e Simulointi
e Systeemin analysointi (stabiilius, nopeus, varahtelyt, minimivaiheisuus,
epalineaarisuus, ...)
e Systeemin hallintaan
e Mallipohjaiset hallintastrategiat
e Saadetyn jarjestelman analysointiin
e Teoreettinen hallintastrategian analysointi (stabiilius, nopeus,

hairionsietokyky, nousuaika, ylitys, pysyva poikkeama, varahtelyn
vaimentuminen, ...)

e Simulointi
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Mallit

Dynaaminen / Staattinen malli
Lineaarinen / Epalineaarinen malli
Jatkuva-aikainen / Diskreettiaikainen malli
Aikavariantti / Aikainvariantti malli
Deterministinen / Stokastinen malli
MIMO- / SISO-malli

Koottujen parametrien / Jakautuneiden parametrien malli
Parametroitu / Ei-parametroitu malli
Kokeellinen / Teoreettinen malli
Kvalitatiivinen malli /Kvantitatiivinen malli
Lokaali / Globaali malli

Matemaattinen / Ei-matemaattinen malli
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Mallit

e Talla kurssilla kasitellaan lahinna dynaamisia, lineaarisia,
jatkuva-aikaisia, aikainvariantteja, deterministisia, koottujen
parametrien, parametrisoituja, kvantitatiivisia, matemaattisia
malleja

e [arkastellaan muutamia tarkeita malliluokkia
yksityiskohtaisemmin
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Esimerkki 2. Dynaamiset / staattiset mallit

e Jarjestelma on dynaaminen kun sen tila on IF@
funktio aikaisemmasta tilasta (jarjestelmalla
on muistia ja hitautta).
e Esim. Ulkoisen voiman F vaikutus
massakappaleen paikkaan x - johdetaan

voimataseesta (m on massa, k jousivakio ja B r -] B
vaimennuskerroin)

mi(¢) + Bx(t) + koe(t) = F(¢)

m __________

e Staattinen jarjestelma ei riipu aikaisemmasta »(?) 0
tilasta (muistiton ja hitaukseton jarjestelma).

e Esim. Lampdtilan T vaikutus paineeseen p
suljetussa, eristetyssa sailiossa - johdetaan
ideaalikaasulaista (» on ainemaara, V tilavuus

ja R kaasuvakio) p(O = nRT(t)

S
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Esimerkki 2. Dynaamiset / staattiset mallit

e Tehdaan simuloinnit, joissa muutetaan
mekaanisessa jarjestelmassa ulkoista
voimaa ja kaasusailiossa lampotilaa
askelmaisesti.

e Dynaamisessa jarjestelmassa vaste
muuttuu pitkaan senkin jalkeen, kun
herate on jo tasaantunut. Vastetta ei
voida maarittaa ainoastaan saman hetken
heratteen arvon perusteella - on
tunnettava systeemin historia.

e Staattisessa jarjestelmassa herate ja
vaste muuttuvat samoilla ajanhetkilla ja
vaste voidaan maarittaa suoraan saman
hetken heratteen arvon perusteella.
Kausaliteetilla ei ole merkitysta: On sama
muutetaanko painetta vai lampaotilaa ...
toinen muuttuja seuraa ja vaste on sama.

I
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Massakappaleen paikka
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Ulkoinen voima

=
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Lampdtila
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Lineaariset / epalineaariset mallit

e Jarjestelma on lineaarinen, jos se tayttaa seuraavat ehdot

e Jos herate u, aiheuttaa vasteen y,, niin herate Ku, aiheuttaa vasteen Ky, (K on
mielivaltainen vakio).

e Jos herate u, aiheuttaa vasteen y, ja herate u, vasteen y,, niin herate (u,+u,)
aiheuttaa vasteen (y,+y,).

e Testaamalla voidaan todeta, etta esimerkin 1 venttiili on epalineaarinen
jarjestelma ja esimerkin kaksi kaasusailio on lineaarinen jarjestelma

o Ventiii E,()=k-x(t) p)=p,

e Jos paine muuttuu kaksinkertaiseksi arvosta 2p; arvoon 4p; (ja kaikki muut
muuttujat sailyvat ennallaan), niin virtaus muuttuu seuraavasti:

e Alkutilanteessa:
F, =kx\2p, — p; = kx| p,

e Muutoksen jalkeen:

F =kx\4p, —p, = kx\/3T9l.= ﬁk)ﬁ/pii 2-kx\/z
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Lineaariset / epalineaariset mallit

e Kaasusailio p()V =nRT(t) < p)= %T(z)

e Jos herate muuttuu K-kertaiseksi, niin vaste muuttuu myos K-kertaiseksi.
Vaste on herate kerrottuna vakiolla nR/V

e Yleisesti differentiaaliyhtald on lineaarinen, jos sen jokainen summan
termi on muotoa :

vakio - (muuttuja tai sen n:s derivaatta)'
e esim:

V(@) +3y(2) = 5y(1) = 21, (¢) — u, (¢) + 3, (1) = 2u, (1)

e Todelliset jarjestelmat ovat lahes aina epalineaarisia, mutta niita voidaan
usein approksimoida lineaarisilla malleilla.

1 Pistenotaatio tarkoittaa aina derivaattaa ajan suhteen
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Jatkuva-aikaiset / diskreettiaikaiset mallit

e Jatkuva-aikaiset, dynaamiset mallit ovat differentiaaliyhtaloita tai -
yhtaloryhmia
e esimerkki 2:n mekaaninen jarjestelma

mi(f) + Bx(t) + kx () = F(¢)

e Diskreettiaikaiset, dynaamiset mallit ovat differenssiyhtaldita tai -
yhtaloryhmia
e esim koron laskenta:

v, +1)=107-y(t,)—u(t, +1)
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Jakautuneiden / koottujen parametrien mallit

e Jakautuneiden parametrien mallit ovat osittaisdifferentiaaliyhtaléita tai -
yhtaloryhmia. Aikaderivaattojen (merkitaan yleensa pisteella) lisaksi
naissa on paikkaderivaattoja (merkitaan yleensa pilkulla) eri akseleiden
suhteen

e Esim. nesteen pitoisuuden C muuttuminen putkessa ajan ¢ ja putken pituuden
z funktioina, virtauksen v ja diffuusion/dispersion D johdosta.

0C(t,z2) . 0C(t,z) D 0°C(t,z2)
2

ot Oz Oz

e Koottujen parametrien malleissa on ainoastaan aikaderivaattoja
e esimerkki 2:n mekaaninen jarjestelma:

mi(t) + Bx(t) + koe(t) = F(¢)

C(t,z) =—vC'(t,z)+ DC"(t,z)

e Usein jakautuneiden parametrien mallia voidaan approksimoida usealla
koottujen parametrien mallilla
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Aikavariantit / aikainvariantit mallit

e Aikavarianteissa malleissa mallin parametrit muuttuvat ajan funktiona

e Esimerkki 2:n mekaaninen jarjestelma, jossa massa muuttuu ajan funktiona
(massa koostuu hiekasta, jota lastataan eri tapauksissa eri maarat)

m(t)#(t) + Bx(t) + ke(t) = F(¢)

e Aikainvarianteissa malleissa malliparametrit ovat vakioita.

e Tyypillisesti kaikki todelliset jarjestelmat ovat aikavariantteja (kuluminen,
likaantuminen, muuttuvat ymparistoolosuhteet, mutta monissa
tapauksissa aikavarianttisuus on niin vahaista, ettei sita tarvitse ottaa
huomioon.
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MIMO- / SISO-mallit

e MI - Multiple Input
e Sl - Single Input ﬂ MIMO E; —> SISO [
e MO - Multiple Output ‘ —>
e SO - Single Output
e SISO: esimerkki 2:n mekaaninen jarjestelma - yksi herate: ulkoinen voima -
yksi vaste massakappaleen paikka mi(£) + Bi(f) + kx(f) = F(£)

e MIMO: sekoitusprosessi, jossa sekoitetaan kaksi eri-pitoisuuksista virtausta
yhteen - kaksi heratetta: virtaukset £, ja F, - kaksi vastetta: poistovirtaus F ja
sen pitoisuus C

C1 F1(9 /

d _ _
I N my |- R0+ S R

Cy Fa(1) " J F(t)= F () + F,(t)
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Fysikaalinen mallintaminen

e Tarkastellaan fysikaalista mallintamista koottujen parametrien malleilla
sahkopiireissa, mekaanisissa jarjestelmissa (seka eteneva etta pyoriva
liike) ja virtausjarjestelmissa.

e Tassa tarkastelussa keskitytaan yksinkertaisiin lineaarisiin
peruskomponentteihin jattaen esimerkiksi lampo- ja energiajarjestelmat
tarkastelun ulkopuolelle.
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Sahkopiirien peruskomponentit

e Vastus (resistanssi) R iQ)
v(t) = Ri(¢) E/WWWi
v(?)
e Kela (induktanssi) i(7)
=29 g,
dt L L
v(?)
e Kondensaattori (kapasitanssi)
C it
dt | |
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Esimerkki 3. Sahkopiiri

e Tehdaan malli sahkopiirille R i(¢ R i(t

e Tulosuureena eli heratteena on WW
vo(?) ja lahtosuureina eli vasteina
jannitteet kondensaattorien yli V(1) © va(f) — Vel _
v(0) ja V(o). o R

o Sahkovirroille ja vastuksille L)
saadaan

dv (t) . dv,(t) . . :

¢ 19 =5(1), C, az't( ) =1,(?) Vi (£) = R (8), v, (8) = Ry, (2)

e Kirchoffin ensimmainen laki i (¢) =1,(¢) +1,(¢?)
e Kirchoffin toinen laki g
{Vo(t)zvm(t)'*'vl(t) {Vo(t):Rlil(t)+V1(t) ll(t):
= =
V(1) = Vg, () +v,(2) V(1) = Ryi, (1) + v, ()

Vo(t)_vl(t)
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Esimerkki 3. Sahkopiiri

e Mallin heratteena on jannite ja vasteina ovat jannitteet, joten kehitetyista

yhtalbista on syyta eliminoida sahkovirrat tarpeettomina muuttujina.

rdVl(l‘) 1 _ Vo(t)_vl(t)_‘ﬁ(t)_vz(t)
A 13(1)— (11(0 lz(t)) RC, R.C
dv, (1) _ 1 i (f) = V1(t)_vz(t)
d C,° R,C,
a0 (1 1 1 1
a LRC R cj no+ [chl)vz(m[zalq]v”(t)
- dv, (1) 1 1
i :(chzjvl(t)_(ﬁjvz(t)
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Mekaanisten jarjestelmien peruskomponentit

Eteneva liike: m
e Massakappale (inertia) |

F.()=m dzng ) N
di
k

e Jousi W

F (1) = kAx(2) = k(x, () = x,(2))

e \Vaimennin B
T
F.(¢) :BdAx(t) :B(dxl(t) _dxz(t)j ]
dt dt dt : i
| xl(t) | Xz(f)
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Esimerkki 4. Mekaaninen jarjestelma

e Tehdaan malli mekaaniselle k
jarjestelmalle, jossa kaksi F(1)
massakappaletta on kytketty m, i m,
toisiinsa jousella ja vaimentimella |

e Heratteena on ulkoinen voima B 5
F(¢) ja vasteena jalkimmaisen i i
massakappaleen paikka x,(¢) - X5(1) L x1(7)

e Ensimmaiselle massakappaleelle

() xlz(t) . B(dxcf) B dx;’t(t)

j+k(xl(t)—x2(t)) = F(t)
e Toiselle massakappaleelle

d’x,(t) _ B(dxl (1) dx, (1)
dt* dt dt

j—k k(x1 (t)—x, (t))

m, ()
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Mekaanisten jarjestelmien peruskomponentit

Pyoriva liike:
e Hitausmomentti

_ L d00) o) ¢
S )

e \Vaantojousi

k
() = k6,(1) gi(1) ¢ \
e Vaantovaimennin B
[T
E(f)IB% ot) C—r—
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Esimerkki 5. Mekaaninen jarjestelma

e Tehdaan malli kuvassa esitetylle

pyorivalle jarjestelmalle. &i(1) k 6(2) B,;,
Heratteend on vaantdmomentti  7(¢) ¢ J T
1(¢) ja vasteena kulmat 6,(¢) ja
o,(1)
( 2
74D 00 -6,0) =T()
) dt
do, (¢
B cj’t( ) = k(&l(t)—ﬁz(t))
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Virtausjarjestelmien peruskomponentit

Lapivirtaussailio
dV (¢)

= F(~F(1)

Ideaalisekoitin

dV(t;tCz O _ K060~ F0C0
Putkiviive
C,t)=C(t-T,())=C, (t_%j

Virtaus aukon lapi

F(t) = A()R\JAp(2) = AR\ p, () - p, (1)

Fi(?)
R

o | Fy)
Fi(0) v
Ci(r) ¥ /

V() I

Cy(?) Fy(?)
Cz(f ;l

F(?)
—
Ci(®) % Cy(7)

F(7)
pi(?) —X— (1)
R

A(t)
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Esimerkki 6. Virtausjarjestelma

e Tehd&aan malli kuvassa esitetylle ik £y
virtausjarjestelmalle. Heratteena on Gty v v, G0
tulovirran pitoisuus C,(¥) ja vasteena
poistovirran pitoisu_us_ C5(7). Virtaukset ja % QL F, Cy(2)
tilavuudet ovat vakioita VF,

e \irtauksen haaraantumispisteelle - F, Ci(?)
saadaan Fs _ F1 n Fz v, Ci(7)

e |deaalisekoittimelle ja putkelle saadaan

v
dV§3(t) — EC1(1) +cmz(t) _F3C3(l‘), Cz(t) — C3 [l‘ __P]
t £
e Eliminoidaan yhtaloista F;ja C,(?):
dc,(t) 1 y
i :?LFICIGHEQ (f‘ﬁ;j—(ﬂ "‘Fz)c3(t)]
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Esimerkki 6. Virtausjarjestelman simulointi

e Tehdaan simulointimalli virtausjarjestelmalle SIMULINK:illa

c—i

Clodk To Workspacs

Transport
Delay

Gain2

To Workspacs2

- |

To Workspacs1

Step

22 '

¢ C1 ; : < -
18 ! J=0.2 st | impulssivaste |
16 C3 ] _ 3
Sl ] I/p_ 2 gk c3
N askelvaste F=1 1 LMJM
08 : : : —

0 5 10 15 20 F2: 2 o 5 S 5 =
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Tilaesitys

e Tilaesitys on kompakti tapa esittaa korkean kertaluvun
differentiaaliyhtalita/-yhtaloryhmia.

e Systeemin hetkellinen tila on taydellinen kuvaus systeemista. Jos alkutila
(tilasuureet alkuhetkella) ja kaikki tulosuureet alkuhetkesta lahtien
tunnetaan, niin systeemin tila ja lahtosuureet voidaan maarittaa
mielivaltaisella ajanhetkella. Tasta seuraa etta tilaesitys sopii erittain
hyvin simulointiin.

e Systeemin tilasuureiden manipulointi ohjauksilla mahdollistaa paremman
systeemin hallinnan verrattuna systeemin lahtosuureiden manipulointiin
ohjausten avulla.

e Tilaesitys on standardimuotoinen esitys, joten systeemista riippumatta
voidaan standardoida myos hallintamekanismit (yhtalot eivat riipu
systeemin kertaluvusta ja parametreista)

e Tilaesitys soveltuu hyvin monimuuttujasysteemien mallintamiseen ja
hallintaan

A? Aalto-yliopisto
(]



Tilaesitys

o Tilaesityksessa mielivaltaisen kertaluvun differentiaaliyhtalo/-yhtaloryhma
esitetaan ryhmana ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtaloita.

e Tilojen valinta voidaan tehda aarettoman monella eri tavalla => tilaesitys
ei ole yksikasitteinen vaan monet erilaiset tilaesitykset voivat kuvata

samaa input/output-mallia. :
1 PER P {x(r)ﬁ(x(o,u(r»
e Yleinen tilaesitys on muotoa

y(?) = g(x(2),u(?))

e Xx(¢) on tilasuure, u(r) ohjaussuure (tulosuure) ja y(¢) lahtosuure - kaikki
nama suureet voivat olla vektoreita tai skalaareja.

o f(x(¢),u(?)) on systeemiyhtalo (kuvaa systeemin dynamiikan) ja g(x(z),u(?))
on lahtdokuvaus (kertoo miten lahtosuureet riippuvat tiloista ja ohjauksista)

e Jos u(?) on skalaari u(z) ja y(¢) skalaari y(¢), niin kyseessa on SISO-
jarjestelma - huolimatta vektorin x(#) dimensiosta.

A? Aalto-yliopisto
(]



Esimerkki 7. Virtausjarjestelman tilaesitys

e Virtausprosessissa sekoitetaan Ci Fi(9) G2 F2(0)

pakkasnestetta (laimeaa liuosta, jonka

kemikaalipitoisuus on C, vakevaan i i/

liuokseen, jonka pitoisuus on C,).

e Tavoitteena on saada haluttu tuotantomaara
(virtaus F) annetut spesifikaatiot tayttavaa

tuotetta (pitoisuus C) kayttamalla ohjauksina hO -
virtauksia (F, ja F,). |

e Sekoitussailiostd on vapaa purkautuminen V>
ilmanpaineeseen => poistovirtaus on 4

verrannollinen pinnankorkeuden

neliojuureen:
’ F(£) = kJh(D)

C@ K@
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Esimerkki 7. Virtausjarjestelman tilaesitys

e Muodostetaan massatase (yksinkertaistuu tilavuustaseeksi) ja osa-
ainetase pitoisuuksille

(dV (¢) _ 4 9h(0) _ F (1) + F, () - F(7)

J dt dt
dc(gt’/("‘ ) - CF(1)+C,F, () - CYF (D)
OO -0y )+ ™2 = S Dy 1)+ conFn + B - F)
AP _ gy 4 B (6= knfh D)
—S.
dflgt) Ah(t) =(C, = C())E () +(C, — C(1)) Ey ()
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Esimerkki 7. Virtausjarjestelman tilaesitys

e Saadaan yksinkertainen yhtaloryhma ensimmaisen kertaluvun
differentiaaliyhtaloista

1 )
_ [a 2RO+ RO -HO)

dc(r) 1 B .

| dt _Ah(t)((cl C(t))F (1) +(C, — C(1))F, (1))

e Valitaan tiloiksi /2 ja C, ohjauksiksi F, ja F, seka lahtosuureiksi F ja C

[x @7 [h) [u®] [F® @] [F®
X= L@m} ) {cm}’ 1= Lw)} ) [Fzm} Y= {ym} ) [cm}
e Nailla muuttujavalinnoilla voidaan tilaesitys kirjoittaa suoraan

standardimuodossa. (1) = £(x(1),u(?))
{y(t) = g(x(?),u(?))
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Esimerkki 7. Virtausjarjestelman tilaesitys

e Saadaan systeemiyhtalo:

1
‘ C ”1(f)+u2(f)—kw/x1(t)

. |
%0 > (x(0),u(2)) 0 (( =%, () (1) +(C, - xz<r>)uz<f>)_

e Lahtokuvausta varten tarkastellaan lahtomuuttujien riippuvuutta
tilamuuttujista

(t):[ymHF(r)} {k\/w} {k xl(r}
W20 leo]™| co % ()
e Lahtokuvaus:

_[»@]_ @] [k ®
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Esimerkki 7. Virtausjarjestelman tilaesitys

e \irtausprosessin tilaesitykseksi saadaan

{0+ ()~ )
x(¢) =
p, Axl(t) ((Cl — X (t))ul(t)+(C2 — X (t))uz(t))
_ _k x,(2)
y(?) = L)

e Tassa esimerkissa tilojen valinta oli helppoa, koska sopivat tilamuuttujat
saatiin suoraan systeemin mallista. Tarkastellaan muita menetelmia
tilojen valintaan lineaarisen tilaesityksen yhteydessa.
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Lineaarinen tilaesitys

e Edellinen esimerkki (esimerkki 7) kuvasi epalineaarista tilaesitysta. Jos
tarkasteltava systeemi on lineaarinen, niin sen muuttujat ja parametrit
voidaan koota erillisiksi vektoreiksi ja matriisiksi, jolloin saadaan
standardimuotoinen lineaarinen tilaesitys.

{X(r) = f(x(),u(t)) = Ax(¢) + Bu(?)
y(?) = g(x(¢),u(?)) = Cx(¢) + Du(¢)

e Parametrimatriisia A kutsutaan systeemimatriisiksi, B:ta ohjausmatriisiksi,
C:ta [ahtomatriisiksi ja D:ta suoravaikutusmatriisiksi. Usein D =0, jolloin
koko suoravaikutustermi katoaa tilaesityksesta. (tama tapahtuu vahvasti
aidoilla — strictly proper — systeemeilla).
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Lineaarinen tilaesitys

-

e Differentiaaliyhtaloryhma

X, =a,X ++a,x +bu +--+b u

1m™ m

X, =a,X ++a,x +bu +---+b, u

2m " m

X, =a,x ++a,x, + b u +--+b u

e \oidaan esittaa matriisiyhtalona

X1 a0 Ay || N b, - b, ||
_ L] i
_xn _ _anl ot ann _ _xn _ _bnl Tt bnm _ _um _
eli: X = AX+ Bu
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Sahkopiirin tilaesitys

e Tarkastellaan esimerkin 3 sahkopiiria ja kehitetaan sille tilaesitys

v [ 1 1 1 1
4 dt (RICI+chljvl(tH(qu)vz(tH[qu)VO(”

dv,(t) | 1 1
\dt _[chzjvl(t) (chzjvz(t)

e Luonnollinen valinta tilasuureille on kondensaattorien jannitteet (koska
niista on valmiit ensimmaisen kertaluokan differentiaaliyhtalot). Valitaan
nyt lahtosuureeksi pelkastaan jalkimmaisen kondensaattorin jannite v,.

X(1) = [:l Zﬂ u(t) =vo(1), y(1) =v,(1)

e Nailla valinnoilla saadaan
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Sahkopiirin tilaesitys

- + : x, (1) + : x,(t)+ 1 u(?)
RC R R,C, R,C,

1 1
X (t ) o
Rz Cz Rz Cz

(6 = x,(1) = g(x(0),u(?))

e jaedelleen

'_( 11 ] 1 -
RC RC RC
G GG 211 x(1)+| RC, |u(r) = Ax(¢) + Bu(r)

< X(¢) = =f(x(2),u(?))

X, (1)

X(2) =
) 1

B R2C2 ) chz _ i i
(@ =[0 1]x(#)+0u(t) = Cx(?) + Du(?)
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Tilaesityksen muodostaminen

e Miten tilaesitys muodostetaan systemaattisesti?

e Valitaan fysikaalisesti jarkevat tilamuuttujat malliyhtaloista (kuten
aikaisemmissa esimerkeissa)

e Derivointi-operaattorin p avulla
e Kanonisten muotojen avulla

e Fysikaalisesti jarkevat tilamuuttujat
e Usein helpoin tapa
e Derivointi-operaattorin avulla

e \Voidaan muodostaa esim. ohjattava tai havaittava kanoninen muoto tai
joissain tapauksissa myos diagonaalinen muoto

e Kanonisten muotojen avulla
e Kaavaan sijoittaminen

A? Aalto-yliopisto



Tilaesityksen muodostaminen

e Tarkastellaan mekaanista jarjestelmaa (esimerkki 2) IF(O

mi(t) + B () + ke(t) = F(¢)

x(?)
R I
e Fysikaalisesti jarkevat tilamuuttujat
o Valitaan paikka x ja nopeus v =dv/dr )51 =x() |
(=i k B
y()=x(t) = x,(1), u(t)=F(1)
e Maaritetaan valittujen tilamuuttujien derivaatat

{xl(t) =X(1) = x,(2)

[

%, () = %(t) = —%fc(z‘)—ix(t)+%F(t) ~ —%xz —%xl(t) +%u(t)

N\

o=, o)
x0=| , ,|x0+ |u@®)

m m

Y =[1 0]x(1)
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Tilaesityksen muodostaminen

e Toinen tapa: kaytetaan derivointioperaattoria p
e Kirjoitetaan alkuperainen yhtalo kayttaen derivointioperaattoria

xzjgf )

— \
50+ 2 i) =~ X xt)+ L) = p{p{x(r)}ix(r)}=—5x(t>+iF(r)
m m m m m

x(0) = x(1) (1) = 0+ 3,0
X (1) = p{x<r>}+ﬁx<t> s+ 2 xm

/\

$x,(1) = ——xl(t) +iu(t)
, k 1 k 1 m
PO} = 5,0 = =30+ FO = =S50+ 1) {0 = x(0 = x, (1)

( (—2 ] 0
x(0)=| | 0} x(t)J{J u(t)
Ly =[1 0]x(0)

A? Aalto-yliopisto
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Tilaesityksen muodostaminen

v (@) +ay" O+ +a, Yy (0) +a,y(@) =bu" " ()4 +b,_u'" (2) +bu(r)

r — = = =

. e . : 1 0 0 0
e Kaytetaan kanonisia muotoja ,
. : 0 0 1 0
e Ylla esitetylle yleiselle . , , , ,
lineaariselle < x()=| : : L 0 x| 1 u()
differentiaaliyhtaldlle on 0 0 0 1 0
johdettu oheiset kanoniset —-a, -a,_ —-a, -—aq, 1
muodot r : -
k,y(l’) = _bn bn—l T b2 bl] X(t)
e Ylempi tilaesitys: Ohjattava , [ —a, 1 0 - 0] [ b, ]
kanoninen muoto —a, 0 1 ; b,
x(t)=| : : o0 x(D)+] : |u(d)
e Alempi tilaesitys: Havaittava )
) —a,_, 0 0 1 b, .
kanoninen muoto
| —a, 0 0 0 | b, |
() =[1 0 - 0 0]x(2)
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Tilaesityksen muodostaminen

e Kaytetaan kanonisia muotoja
mx(t)+ Bx(t)+kx(t)=F(t) = X@)+Zx(t)+L£x(@t)=LF(t)

e Todetaan, etta derivointioperaattorilla saatiin havaittava kanoninen muoto
ja fysikaalisesti valituilla tilasuureilla muodostettu tilaesitys muistuttaa
erehdyttavasti ohjattavaa kanonista muotoa

PO +5 (O +5 y(@) = 0a(t) +u(t) oo J()+ay(1) +a,p(1) = bu(t) + byu(r)

o[-z 0 PRER b,
<x(t)—__% o | X0+ s u(e) <x(t)—__a2 NEGE b u(t)
(@O =[1 0]x() (@O =[1 0]x()
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Lineaarisen tilaesityksen dimensio

e Systeemin kertaluku on minimirealisaatiossa systeemia kuvaavien
differentiaaliyhtaldiden kertalukujen summa. Tama on myos
systeemimatriisi A:n dimensio.

e Ohjausten eli tulosuureiden lukumaara on n,

e Lahtosuureiden lukumaara on n,

e Systeemin kertaluku on ng

e Talloin lineaarisen tilaesityksen dimensiot ovat:

x(t)= A x(t)+ B u(
()= A x()+ B uy
ngxl s XM pgxl Mg XMy, p x1
3

)= C x(7)+ D u(z
| 7y y ng X vy p,x
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Linearisointi

e Linearisointi on menetelma, jonka avulla kehitetaan epalineaarisesta
mallista lineaariapproksimaatio, joka patee hyvin linearisointipisteen
laheisyydessa (lineaariapproksimaatio on Taylorin sarjan nollas ja

ensimmainen termi tarkastelupisteessa) - - -
. e 9 /1(2)
e Tarkastellaan yleista matriisiyhtaloa
9, f>(2)
q=| " |=f(®)=|".
e Approksimoidaan yhtaloa pisteessa z, ' '
| 9, _ | /. (2) ]
df
a=1(2) =g, +— (%) (2-2)
Aq=q-
e Valitaan uudet muuttujat { =979
Az=17-12,

df
— qug(zo)-Az

A? Aalto-yliopisto
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Linearisointi

e Lineaariapproksimaatioksi saadaan siis

o W0y Y
Aql le 0 de 0
df. df.
Ag df ~2(z,) —*(z
Aq = 32 zﬁ(zO)-Az: d21.( o) dzz( o)
_Aqn_ dfn.
_le (Zo)

e Jos q on skalaari ¢, niin linearisointimatriisi supistuu vektoriksi (n = 1;

yhtélén ylin rivi)

%(zo)_

%@0)_

e Jos seka q etta z ovat skalaareja, niin linearisointi vastaa kayran

korvaamista tangentillaan linearisointipisteessa.
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Linearisointi - esimerkki

e Tarkastellaan epalineaarista yhtaloa q(z) =z’
e Lasketaan derivaatta d9(2) _9 dq(z,) _9,
dz ’ dz 0
T : : . dq(z,)
e Maaritetaan lineaariapproksimaatio Aq(z) = . Az=2z,-Az
e Toimintapiste: q, = Z¢ z

e Katsotaan, miten lineaariapproksimaatio
toimii tarkastelupisteissa z, = 0.5 ja z, = 2.

q(z) = q, +2z, (Z_Zo)

q(z)
q(z)

s 0.25 +(Z—O.5)
~ 4+ 4(2—2)

Z( =2
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. Tilaesityksen linearisoint

e Kun epalineaarinen tilaesitys linearisoidaan, niin linearisointipisteeksi
valitaan tavallisesti tasapainotila eli stationaaritila (tila, jossa kaikki
systeemin derivaatat saadaan nolliksi eli piste, jossa systeemi voi olla
levossa — joka voi myos olla epastabiili piste). Stationaaritila ei ole
muuttuja vaan vakio ja yleensa sita merkitaan alaindeksilla S.

e Tilayhtalossa tavallisesti linearisoidaan systeemiyhtalo ja lahtokuvaus
erikseen - nama linearisoidaan tilojen ja ohjausten suhteen, jolloin
saadaan suoraan lineaarisen tilaesityksen matriisit A, B, C ja D

{X(f) =1(x(1),u(?))
y(1) = g(x(¢),u(?))

rAX(t) = difr (x,,u,)-Ax(¢)+ dcifT (x,,u,)-Au(?) = A Ax(¢) +B Au(?)
<
Ay(t) = cZ(gT (x,,u,)-Ax(?) +%(xs,us) -Au(t) = C Ax(¢) + D Au(?)

A? Aalto-yliopisto
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Epalineaarisen tilaesityksen linearisointi

e Linearisoidaan esimerkin 7 virtausjarjestelman epalineaarinen tilaesitys
ja esitetaan kehitetty lineaariapproksimaatio yleisessa lineaarisen
tilaesityksen standardimuodossa

e Ratkaistaan tasapainotila (aikaderivaatat nollia)

%(”m +tu,, —k\/g) {O}

S _ A)lcl,s ((Cl X )ul,s T (Cz X )”z,s )_

( 2
x. = Z/ll,s + u2,s
_ s —
{k xl,s - ul,s + u2,s * k

(Cl X )ul,s = _(Cz X )uZ,s
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Epalineaarisen tilaesityksen linearisointi

e Lasketaan alkuperaisesta systeemiyhtalosta ja [ahtokuvauksesta derivaatat
kunkin muuttujan suhteen

—k
0
df(x ,u;) 244 %y, _A
dx’ (Cl — X )ul,s T (Cz Ao )uz,s U, U,

AXiS Axl,s

_ 1 1 i}

df (x;,u;) A A _B
du’ C—x, CG—x,|"
| Ax Ax,

A? Aalto-yliopisto
=



Epalineaarisen tilaesityksen linearisointi

dg(x,,u )
dx’

LS 0 0
2 XIS :C, dg(xs;us) = = 0 = D

’ du 0 O

0 1]

e Sijoitetaan tasapainopisteen arvot matriiseihin ja saadaan lineaarinen
approksimaatio, joka patee pienille muutoksille tasapainopisteen ymparilla

( 2

AX(t) — ZA(u]_’S + uz’s)
0

k2
Ay(t) = lz(umg‘ Ups)

\

0
— 2

A(ul,S + uzls)_

0
1] Ax(t)

Ax(t) +

1 1

A A
k*(Cy — Cz)uz,s k%(C, — C1)u1,s

_A(ul,s + uz,s)3 A(ul,s + uZIS)S |

Au(t)
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