ELEC-C1230 Saatotekniikka

Luku 3: Dynaamisen vasteen maarittaminen,
Laplace-muunnos, siirtofunktio
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Luku 3: Lukuohje

e Laplace-muunnos ja kaanteismuunnos

e Impulssifunktio, askelfunktio, pengerfunktio (ramppifunktio).
mpulssivaste, askelvaste, pengervaste

e Siirtofunktio, painofunktio

e Loppuarvoteoreema ja staattinen vahvistus

e Differentiaaliyhtalosta siirtofunktioon ja painvastoin
e Tilaesityksesta siirtofunktioon

e T[oteutukset ja laskut Matlabilla
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Differentiaaliyhtalon ratkaisu

Systeemin ymmartamisen ja hallinnan kannalta on
olennaista tietaa, miten lahtosuure y(7) kayttaytyy ajan
funktiona eri tilanteissa ja eri ohjauksilla u(z).

Koska mallit ovat differentiaaliyhtaloita, niin lahtosuureen
kayttaytymisen selvittaminen pelkistyy differentiaaliyhtalon
ratkaisemiseen annetuilla heratteilla ja alkuarvaoilla.

Epalineaariselle tai jakautuneiden parametrien
differentiaaliyhtaloryhmalle ei aina lIoydy analyyttista
ratkaisua

Lineaariselle, koottujen parametrien, tarkasti maaritetylle
differentiaaliyhtaloryhmalle voidaan aina maarittaa
analyyttinen ratkaisu
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Esimerkki: lapivirtaussailio

Tarkastellaan lapivirtaussailiota, josta on
vapaa purkautuminen ilmanpaineeseen.
Heratteena on tulovirtaus F, (¢) ja vasteena
pinnankorkeus A(¢). Poistovirtaus F_,(¢) on
suoraan verrannollinen pinnankorkeuden

neliojuureen. Fm(t)zkm

Pohjan pinta-ala 4 = 1 m? ja purkauskerroin
k =2 m>?/h. Alkuhetkella pinnankorkeus
h(0)=1m

Maaritetaan kauanko sailion tyhjentyminen

kestaa, kun tulovirtaus katkaistaan; eli
F,(f) = 0m3/h, kun > 0.

i Fin(t)

h(?)

mm(

Fout(t)
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Esimerkki: lapivirtaussailio

Prosessille saadaan massataseesta malli:

T _ 4D~ F (0~ F,, (0= F, (0~ kyh0)

dt  dt
= % =-2m"*h™" - h(?)
Ratkaistaan pinnankorkeuden aikariippuvuus integroinnilla
dh(1) "

= 2m"*hldt = J

\/h(t) h(0) \/h(

h(t)

/ 2.Jh(t) = —2m"*h" / t = Jh(t) —+h(0) = —t m"*h"

1(0)
= h(t)=(JA(0)/m-1/h) m

——dh(t) = -2m"*h" j dt
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Esimerkki: lapivirtaussailio

Kun tahan sijoitetaan alkuarvo #(0) = 1 m ja lopputilan arvo
h(t) = 0 m, niin sailion tyhjenemisen ajanhetkeksi ¢, saadaan

h(t)=0m=(1-t,/h)m = ¢, =1Ih

Eli sailio tyhjenee tunnissa
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- Lineaarisen differentiaaliyhtalon ratkaisu

Edellisessa esimerkissa pinnankorkeuden aikariippuvuus
(vaste tulovirtauksen katkaisemiselle) ratkaistiin systeemin
epalineaarisesta mallista suoralla integroinnilla.

Lineaarinen differentiaaliyhtalo/-yhtaloryhma voidaan

ratkaista mekaanisesti Laplace-muunnoksen avulla

e Laplace-muunnetaan systeemia kuvaavat differentiaaliyhtalot ja systeemin
tulosuureet

e Ratkaistaan saadusta algebrallisesta yhtalosta lahtosuure

e Laplace-kaanteismuunnetaan lahtosuureen lauseke
Saatotekniikan sovelluksissa kaikki ajan funktiot ovat nollia
ennen alkuhetkea:

f(£)=0, kunt<0
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Esimerkki

Aikatason Aikatason
ongelma . ratkaisu
{y‘(r) +2y(t)=e" N e
Laplace-tason 1 Laplace-tason
ongelma 5 ratkaisu
[{sY(5)=y(0)} +{2¥(s)] ={ } ﬂ Y5y =——
(0)=1
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Laplace-muunnos

e Maaritelma: (f{(¢) on ajan funktio ja F(s) on sita vastaava Laplace-tason

esitys)
FO=L{f0}=] foe s fO=L"{FO}=5 = [ Foed

e Jos raja-arvot ovat olemassa, niin niille patee
o Loppuarvoteoreema  lim f(¢) = limsF(s)

f—>00 s—0
e Alkuarvoteoreema ltl_f)l(} f(t)= 11_13;_} sF(s)

e Laplace-taulukot on esitetty eri lahteissa hieman erilaisina (yleensa
joko niin, etta ajan funktiot on helppo Laplace-muuntaa tai niin, etta
Laplace-tason esitys voidaan kaanteismuuntaa helposti.
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Laplace-teoreemoja

Laplace-muunnos  Ajan funktio

F(s) f(1) T1
CE$)+CF(s) Cf0)+C [0 T2
F(s+a) e " 1(1) T3
) {O, t<a
e “F(s) T4
f(t—a), t>a
g (ij f(at) T5
a \a
d
—— F(5) f(0)t T6
ds
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Laplace-teoreemoja

Laplace-muunnos Ajan funktio
TF(G)CI’G f(t)% T7
F(8)F,(s) ]fl(r)fza—r)dr T8

sF(s)- f(0) 0 T9
S*F(s)—(9/(0)+ f(0)) S T10

S"F(s)=(s"" £(0)+5"7 £(0)--+ f"(0)) () Tl

lF(S)Jrl[jf(r)a’rj jf(z')dr T12
S s\ g

=40
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Laplace-muunnospareja

Laplace-muunnos Ajan funktio Laplace-muunnos Ajan funktio
1 o(t) M1 1 . 1 b(e_bt—e_at) MO
- - —
1 i MO (s a)l(s ) 1 a 1
> + (ae_bt —be™™ ) M10
1 s(s+a)(s+b) ab ab(b—a)
— t M3
S
" ¢ sin(at) Ml11
1 4 s +a’
n+l ; M4
Sl ' - > - cos(at) M12
e—at MS S t+a
+
ah < e sin(at) MI3
( )2 te—at M6 (S + b) +a
s+a
| 1 ma 2+2b ; e cos(at) M14
: o e ' M7 (s+b) +a
s+a n!
1 il Z 5(t)+(a—b)e™ M15
~(1-e) M8 ST
s(s+a) a
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TABLE 3.1 AN INITIAL LIST OF TRANSFORM PAIRS
f(1) F(s)
1 Impulssi 8(ry Diracin delta 1
1
2 Askel u (1) 5
1
—at
3 e “u/r) iz
1
4  Penger tu (1) 2
a n!
5 t"u (1) on
. w
6 (sin wt)u(t) 1Y
- 0
A, Aalt 7 (cos wt)ur) 4 i
[ |




I TABLE 3.2 ADDITIONAL TRANSFORM PAIRS

(1) F(s)
1
8 re_“‘us(t) (S + a)z
9 (e sin wt)u(t) s + ;;: .
10 (e" " cos wt)uyt) (s 4(_:_;2 a‘z o
11 [(B — Aa)te™ + Ae “|uy(t) és ++af‘;
(B — Aa) #(As + B)

12 e ™ [A Cos wt + sin mt]us(r)




Deterministiset testifunktiot

e Systeemin heratteena u(7) kaytetaan usein seuraavia
signaaleja
e YksikkGimpulssifunktio (Diracin deltafunktio) Au(t)

o =0, [s(tyar =1

u5<r)=5<t>={ |

0; muulloin

e Yksikkoaskelfunktio

(1) = 0; t<0
%A l; >0

e Yksikkopengerfunktio

{m t<0
u,(t) =

t; t>0

—0Q0

Us(s) =A(s) =1

U.(s) =2
S

U, ()=~
S

I
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Esimerkki: Massakappale

Edellisella luennolla johdettiin massakappaleelle: IF(z)
mx(t) + Bx(¢) + kx(¢t) = F(¢) *(6)
Ratkaistaan vaste, kun moo %
(k=5 x(0)=1 " B

=9 *0)=-1
m=1 F(t)=206(t) (impulssi)
Massakappaleen malli aikatasossa x(¢)+ 2x(¢) +5x(¢t) = 26(¢)

ja Laplace-muunnettuna:
(s X (s)—sx(0) = x(0))+2-(sX (5)—x(0))+5- X (s)=2"-1

N\

(SZX(S)—S-I—1)+2(SX(S)—1)+5X(S)22 = (S2 +2S+5)X(S)=S+3
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Esimerkki: Massakappale

Ratkaistaan lausekkeesta massakappaleen paikka X(s):

s+3 s+1+2 s+1 2
X(s)= 2 = 2 2 2 > T 2 2
s*+2s+5 (s+1)"+2° (s+1)"+2° (s+1)"+2

Kaanteismuunnetaan takaisin aikatasoon
x(t) = L{X(s)} =" cos(2t) + e ' sin(2¢) = e”' (sin(2¢) + cos(2¢))

15

1EF

0.5

iR

0.5
O
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- Nollatila- ja nollaohjausvasteet

e \asteesta voidaan erottaa alkuarvoista johtuva vaste y(7)
(nollaohjausvaste) ja ulkoisesta ohjauksesta johtuva vaste
y,(t) (nollatilavaste). Lineaarisella jarjestelmalla
kokonaisvaste on naiden kahden vasteen summa.

y(t)=y,()+ y, (1)

e Nollaohjausvaste y,(¢) on vaste silloin, kun ulkoiset ohjaukset
eivat vaikuta systeemiin u(¢) = 0.

e Nollatilavaste y () on vaste silloin, kun kaikki systeemin
alkuarvot y(0) ja u.M(0) ovat nollia.

e Usein termilla vaste” tarkoitetaan nollatilavastetta eli vastetta
johonkin ulkoiseen heratteeseen — huomioimatta alkuarvoja.
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Esimerkki 2: Massakappale

e Maaritetaan edellisesta esimerkista nollatila- ja
nollaohjausvasteet

(s° X ()= sx(0) = x(0))+2-(sX(s) = x(0))+5- X (s) =2-A(s)
(s +25+5)X(s) = (5x(0) + x(0) + 2x(0)) + 2A(s)

(sx(0)+ x(0) + 2x(0)) N 2A(s)
s*+25+5 sT+25+5

s+1 N 2
(s+1)>+2° (s+1)*+2°

X(s)=

= X, (5)+ X, (s)

X(s)= X, (s)+ X, () =

x(1) = L{X(s)} = L{X,(s)+ X, (s)} = e cos(26) + ' sin(21) = x, (1) +x, (1)
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Esimerkki 2: Massakappale

e Nollaohjausvaste lahtee alkutilasta systeemin alkuarvojen
johdosta (massakappaleen sijainti alkuhetkella on 1 ja sen
alkunopeus -1)

e Nollatilavaste lahtee levosta ulkoisen ohjauksen eli voiman
johdosta (impulssimainen nykaisy alkuhetkella)

1.5

kokonaisvaste

nallachjausvaste

(x,(6) = ¢ cos(21)
x,(t) = e ' sin(2¢)
\x(t) =e (COS(2t) + sin(2t)) q!

hollatilavaste

/\.
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- Siirtofunktio

e Saatotekniikassa tutkitaan tavallisesti, miten ulkoiset
ohjaukset ja hairiot vaikuttavat vasteeseen; alkuarvojen
vaikutus jatetaan talloin huomioimatta ja keskitytaan
nollatilavasteeseen.

e Kun alkuarvoja ei ole, niin vasteen lauseke saa muodon,
jossa lahtosuure Y(s) on tulo mallin Laplace-tason esityksesta
G(s) ja tulosuureen Laplace-muunnoksesta U(s).

e Mallin Laplace-tason esitys G(s) on nimeltaan siirtofunktio.

U(s) > G(s) Y(s) >
Y(s)=G(s)-U(s) herdte | siirtofunktio | vaste

Ao Aalto-yliopisto y(1) = Jg(t - T*)u(f*)df* = Jg(f)u(t —7)dr E—



Siirtofunktion maarittaminen

e Laplace-muunnetaan systeemia kuvaavat differentiaaliyhtalot

olettaen kaikki alkuarvot nolliksi (talloin derivointia vastaa
Laplace-tasossa s:lla kertominen)

Siirtofunktio G(s) on lahtosuureen Y(s) ja tulosuureen U(s)
osamaara.
G(s) = Y(s)
U(s)

Mikali tulo- ja lahtosuureita on useita (MIMO-malli), niin
yksittaisen tulosuureen vaikutus yksittaiseen
lahtosuureeseen voidaan maarittaa olettamalla muut suureet
nolliksi. Kun tama toistetaan jokaiselle tulo- ja lahtosuureelle,
niin saadaan siirtofunktiomatriisi, joka noudattaa

matriisiyhtaloa Y(s) = G(s)-U(s)

Ao Aalto-yliopisto
[t



- Siirtofunktion maarittaminen

| Y (s) 1 [ G,(s) Gpu(s) - Glnu (5) 11 U, (s) ]
Y,(s) B G, (s)  Gyuls) - GZnu () || U,(s)
_Yny (S)_ _Gnyl(S) GnyZ(S) Gnynu (S)_ _Unu (S)_

Painofunktio g(#) on Laplace-kaanteismuunnos siirtofunk-
tiosta ja samalla myos systeemin yksikkoimpulssivaste.
Joissain tapauksissa siirtofunktio voidaan maarittaa
kokeellisesti syottamalla systeemiin impulssimainen herate,
mittaamalla vaste ja Laplace-muuntamalla vasteeseen

sovitettu matemaattinen lauseke. )
g(t)=L"{G(s)}

A‘, Aalto-yliopisto \G(S )=L {g (¢ )}



. Differentiaaliyhtalosta siirtofunktioon

Differentiaaliyhtalosta voidaan paasta siirtofunktioon myos
oikotieta. Yleinen lineaarinen differentiaaliyhtalo

Yy (@O +ay" (@) +-+a, Yy () +a, y(t)=bu" " (t)+-+b,_u (t) +b u(t)
on Laplace-muunnettuna (ja olettaen alkuarvot nolliksi)
(S” +as" ++a,_s+a ) Y(s)= (bIS”_1 +--+b _s+b, )U(S)

Tasta on helppo muodostaa siirtofunktio
Y(s)  bs"+--+b, s+b,
U(s) s"+as" +--+a_s+a,

G(s)=

Vastaavasti paastaan siirtofunktiosta takaisin
differentiaaliyhtaloihin
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Esimerkki: Massakappale

Maaritetaan edellisen esimerkin siirtofunktio ja painofunktio
X(¢)+2x(t)+5x(t) = F (1) y(t) = x(1)
u(t) = F(¢)
PO +27@O)+ 5y =ut) = s5Y(s)+2sY(s)+5Y(s)=U(s)
Y(s) 1
U(s) 242545

(S2 + 2S+5)Y(S) =U(s) = G(s)=

. o 1 1 2 1,
() =L {00)=1 {s2+2s+5}_2L {(s+1)2+22}_2e sin(21)

Painofunktio on nyt sama kuin yksikkoimpulssivaste
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Vasteen maarittaminen

Kun siirtofunktio tunnetaan, niin vaste (nollatilavaste)
lasketaan seuraavasti

e Laplace-muunnetaan ulkoinen ohjaus u(?) U(s) = L{u(t)}

o Ratkaistaan lahtosuure Y(s) Y(s)=G(s)-U(s)

e Kaanteismuunnetaan lahtésuure aikatasoon  y(¢) = L' {¥(s)}

Eli; (1) = L_I{G(S) - L{u(f)}}

A’ Aalto-yliopisto
[t



Esimerkki: Massakappale

Maaritetaan massakappaleelle yksikkoaskel- ja -
pengervasteet. Aikaisemmin systeemille maaritettiin

siirtofunktio Gls) = —
s*+25+5

1
Yksikkoaskeleelle U(s)=-

Vasteelle: Y(s)=G(s)-U(s) =
Tehdaan osamurtokehitelma:
1 A Bs+C _A(S2+2S—|—5)—|—S(BS—|—C):(A+B)S2—|—(2A—|—C)S—|—5A

S(S2+2S+5): s 242545 s(s* +2s+5) s(s* +2s+5)

1 1 1
S +25+5 5 s(s* +2s+5)

(A+B=0 3
= (A+B)s’+(2A4+C)s+54=1 5
s +(2A4+C)s+54= = 24+C=0 =

54=1

&
||

w =

A
[
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Esimerkki: Massakappale

- 1 b ds+d M1 [ s+l 1 2
s(s°+2s+5) s s +2s+5 Sls ((s+D)°+2° 2(s+1)*+2°
Vasteeksi saadaan:
y(t)= L {¥(s)} = g(l (e cos(2t) + e sin(2t)))

Pengerheratteella:

_1 Y(s)=G(s)-U(s) = ! .1: I
U(S)_S_2 (5)=G(s)-Uls) s*+25+5 57 §°(s°+25+5)

Y(s)

Osamurtokehitelman avulla vasteeksi saadaan :

()= L{Y(s)}=1(t—2+2e" cos(2t)— 3 e sin(2¢))
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Esimerkki: Massakappale

Katsotaan, miten vasteet saadaan laskettua MATLABIssa
symbolisesti

ilaplace(l/(s*3+2*s*2+5%*s))
ans=1/5-1/5*%exp (-t) *cos (2*t)-1/10*exp (-t) *sin (2*t)

ilaplace(1l/((s*2)* (s*2+2*s+5)))
ans =1/5*t-2/25+2/25*%exp (-t) *cos (2*t) -3/50*exp (-t) *sin (2*t)

Saadaan samat tulokset

yksikkdpengeraste

B s

yksikkdaskelvaste

0 2 4 b g
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- Staattinen vahvistus

Systeemin staattinen vahvistus kertoo kuinka paljon signaali

vahvistuu tai vaimenee kuljettuaan systeemin lapi

e Yksikkoaskelvasteella staattinen vahvistus kertoo mille tasolle vaste tulee
jaamaan (asymptoottisesti stabiililla systeemilla)

e Yksikkopengervasteella staattinen vahvistus kertoo vasteen kulmakertoimen
jatkuvuustilassa (asymptoottisesti stabiililla systeemilla)

Staattinen vahvistus voidaan laskea siirtofunktiosta raja-
arvon avulla. Staattinen vahvistus voidaan maarittaa myos
epastabiilien systeemien siirtofunktioille, mutta talloin silla ei
ole fysikaalista tulkintaa, joka liittyisi vasteen loppuarvoon.

Staatinen vahvistus on k =lim{G(s)}

s—0
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Esimerkki: Massakappale

Maaritetaan massakappaleelle systeemin staattinen

vahvistus 1
G(s) =—
ST+25+5
= k =lim{G(s)}:lim{ : }:1
50 >0 (s +25+5) 5

Staattinen vahvistus nahdaan myos vasteista

e Yksikkoaskelvaste
(1) = %(1 — (e cos(21) +Le” sin(Zt)))

e YKksikkopengervaste
y(t)="1(t-2+2e" cos(2t)— e sin(21))
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MATLAB: mallit, heratteet ja vasteet

e Mallin syottaminen tyotilaan
e Siirtofunktion tai tilaesityksen voi kirjoittaa t£, zpk ja ss —komennoilla.

e Esimerkiksi esimerkki 2:n mekaaninen jarjestelma
e Jarjestelmaa kuvaa differentiaaliyhtalo:
m¥(t) + Bx()+ kx(1) = F(1) = %) +2x(¢)+5x(¢) = u(?)

e Syotetaan tyotilaan sys=tf(1,[1 2 5])
Transfer function: 1
s*"2 + 2 s + 5
e Tarkastellaan impulssi- ja askelvasteita
[impl, tl]=impulse (sys) ;
(Tai: [impl,tl]=impulse (t£(1,[1 2 5])); )
[ste2,t2]=step(sys) ;
plot(tl,impl)
plot(t2,ste2)
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MATLAB: mallit, heratteet ja vasteet

e Saadaan vasteet

0.3 0.25
02 02
015+
0.1
01
]
005+
-0.1 : ; 0 L "
0 2 4 & ] 2 4 B

e Vahvistukseksi saadaan
e k=dcgain(sys)
k =0.2000

e \/asteita voidaan tarkastella myos
ltiview-ikkunan avulla
e ltiview
e file -> import -> sys
e edit -> plot configurations

_laix]

File Edit Window Help

oD &|»e

Bal----/--

0

Amplitude

Time {(zec)

Impulze Response

Amplituide

2 = i

Time (zec)

Pole-Zero Map
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MATLAB: mallit, heratteet ja vasteet

15

e Perusvasteiden lisaksi voidaan MATLABIN tyotilassa
laskea vasteita mielivaltaisille ohjauksille 1sim- :

komennolla.
e Pengervaste
e ram=1sim(sys,t2,t2); 0

0.5

e plot(t2,ram)

0.04

e Sinivaste 00
e osc=lsim(sys,sin(10*t2) ,t2); 0.02
e plot(t2,o0sc) Di
e lsim-komentoa varten voidaan ottaa jollain toisella oo
komennolla laskettu valmis aikavektori, tai generoida ' ® 2 i 6

sellainen itse, joko yleisella MATLABIn komennolla
(kaksoispisteilla) tai erityisella 1inspace-komennolla

e £t3=(0:0.1:10) ';
e t3=linspace(0,10,101)';
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- MATLAB: mallit, heratteet ja vasteet

=
(5]

e Aikaisemmilla luennoilla kerrottiin, etta perusvasteet
saadaan toisistaan derivoimalla ja integroimalla. 0
Kokeillaan, miten hyvin tama toimii numeerisesti

e Otetaan askelvaste pohjaksi ja generoidaan

impulssivaste numeerisella derivoinnilla ja !
pengervaste numeerisella integroinnilla o .
e Askelvasteen numeerinen derivaatta . .
o imp2=diff (ste2)./diff (t2); 15

e plot(t2,[0;imp2],tl,impl)

e Askelvasteen numeerinen integraali
e delta=mean (diff (t2)) 05
e ram2=cumsum(ste2) *delta;

e plot(t2, [ram2 ram]) 0 2

e Numeerinen derivointi ja integrointi toimivat
kohtuullisen hyvin tassa (hairiottomassa)
tapauksessa.
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- MATLAB: vasteiden laskenta symbolisesti

e Vasteita voidaan laskea symbolisesti MATLABIn Symbolic Math
Toolboxilla.

e Maaritellaan symboliset muuttujat ja lasketaan vasteet
syms t s
G=1/(s*2+2*s+5)
ilaplace (G)
ans = -1/16*(-16)~(1/2)* (exp((-1+1/2*(-16)~(1/2))*t)-exp((-1-
1/2*(-16)~(1/2)) *t))

e Siirtofunktion nimittajalla on kompleksiset juuret ja seurauksena vasteessa on
kompleksisia termeja (voidaan muuntaa reaalisiksi — sineiksi ja kosineiksi -
Eulerin kaavalla). Kannustetaan kuitenkin symbolista laskentaa esittamaan
ratkaisu reaalisessa muodossa - esitetaan nimittaja neliollisina termeina.

G=1/((s+1)*2+272)

imps=ilaplace (G)

imps = 1/2*exp(-t) *sin(2*t)

stes=ilaplace (G/s)

stes = 1/5-1/5%exp (-t) *cos (2*t)-1/10*exp(-t) *sin (2*t)
rams=ilaplace (G/ (s*2))

rams = 1/5*%t-2/25+2/25*exp (-t) *cos (2*t)-3/50*exp (-t) *sin (2*t)
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MATLAB: vasteiden laskenta symbolisesti

e Ajalle r voidaan nyt sijoittaa arvoja ja vasteet voidaan esittaa graafisesti

e Symbolic Math Toolboxissa voidaan tarkastella symbolisia graafeja ezplot-
komennolla.

o ezplot(imps, [0 6])
o ezplot(stes, [0 6])
e ezplot(rams, [0 6])

112 expl) sin(2 1) 1/5-1/5 exp{t) cos(2 t}-1/10 exp() sin(2 t) 1/5 t-2/25+.-3/50 exp(-t) sin(2 t)

0.257

1.2

0.2¢

0157

01r¢
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Loppu- ja alkuarvoteoreemat

Loppu- ja alkuarvoteoreemat patevat ainoastaan, jos kyseiset raja-arvot
ovat olemassa

Kokeillaan teoreemien toimivuutta kahdelle vasteelle y,(¢) ja y,(?):

y2=-312+7/2%exp(2"t)

( 25+3
h(s)= s(s+2) 2
ﬂ.% 1/2%exp(-2*)
Y,(s) = 25+3
215 Cs(s=2) W o5 1 15 2 25 3
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Loppu- ja alkuarvoteoreemat

lim{s-Yl(S)}zlim<S~ 25 +3 > =2
S soo | s(s+2)) B
: hm{yl(t)}:hm{%+%e }:2
i — 1 25+3 ] 3 =0 10
OIS mino) =) =3
\
- N . L a1
lim{S'Yz(S)}:hm<S. 2S+; L =2 1t1_1>1()l{y2(t)}_1t1_1>1(}{ 2+2€ } 2
| s(s—=2)] 11m{y2(t)}:}i {_%+%ezt}:w
g N P o
e Oy 5=

e Loppu- ja alkuarvoteoreemat patevat ainoastaan vasteelle y, (7).

e Vaste y,(r) on epastabiili ja sille patee ainoastaan alkuarvoteoreema —
lopputilalla ei ole olemassa raja-arvoa

e Yleisesti loppuarvoteoreema patee ainoastaan asymptoottisesti
stabiileille systeemeille.
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Tilaesityksesta siirtofuntioon

Konvoluutiointegraalin ratkaiseminen on tyolasta ja usein paastaan
helpommalla, jos tilayhtalo jatetaan Laplace-tasoon, herate Laplace-
muunnetaan ja vaste kaanteismuunnetaan (aivan kuten yleisessa
vasteen ratkaisemisessa).

X(s) = (sI-A)"'x(0)+ (sI- A)'BU(s)
x(1) =L {(sT- A) | x(0)+ L {(sT - A)'BU(s)}
= O(1)x(0)+ L {(sT- A) ' BU(9)} = x, (1) +x, ()
Lahtosuureelle saadaan vastaavasti:
Y(s) =CX(s)+ DU(s) = C((sT - A) 'x(0) + (sT - A) 'BU(s) )+ DU(s)
= C(sI-A)"'x(0)+(C(sI- A)'B+D)U(s) = CO(5)x(0) + G(s)U(s)

=Y, () +Y,(s)
y() =L"{Y(s)]
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Tilaesityksesta siirtofunktioon

Tasta saadaan kaava, jonka avulla voidaan maarittaa siirtofunktio
tilaesityksesta (siirtofunktiohan maariteltiin tulosuureiden ja
lahtosuureiden valiseksi riippuvuudeksi Laplace-tasossa — silloin kun
alkuarvoja ei oteta huomioon)

G(s)=C(sI-A)'B+D

Usein suoravaikutustermia D ei ole, jolloin kaava viela yksinkertaistuu
muotoon

G(s)=C(sI-A)'B
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Esimerkki: Massakappale

e Ratkaistaan massakappaleen yksikkoaskelvaste (nollatilavaste)
siirtofunktion avulla

) s —-17To0
G(s)=C(sI-A) 1Bz[l O]{ } {}

5 s+2 1
s+2 110
[1 0]
B -5 5|1 B 1
- s +25+5 242545

e Vasteeksi saadaan

y(@)=L"{Y(s)} =L {G(s)U(s)}=L" { : }

s(s*+2s+5)

= (1= (e cos(2n) + e " sin(20)))

5
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Mallit ja muunnokset niiden valilla

Tilojen valinta

P(Epéilineaarinerj
\.

tilaesitys

Epélineaarinen h
differentiaaliyhtilo

Tilojen eliminoinfi Li P
Linearisointi 1nearisointi
: : Tilojen valinta
Lineaarinen Lineaarinen ) .. ..
) e e ) ] Tilansiirtomatriisi
differentiaaliyhtilo tilaesitys

Tilojen eliminoint
L{ } Ly

Kanoniset muodot

Siirtofunktio
. G=C(sI-A)'B+D
systeemi v
Painofunktio eli Tilaesityksen
impulssivaste yleinen ratkaisu
] d/dt
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