ELEC-C1230 Saatotekniikka

Luku 5: Navat ja nollat, systeemin nopeus,
stabiilisuus ja varahtelyt, Routh-Hurwitz-kriteeri
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Lukuohje

* Kertaa lohkokaaviomuunnokset, toteutus Matlabilla ja
PID-sdadin

* Nollat ja navat, nolla-napakuvio, karakteristinen
polynomi, karakteristinen yhtalo

 Stabiilisuus, varahtelyt, systeemin nopeus,

* Routh-Hurwitz-menetelma

 Tilaesityksen navat ja nollat
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Systeemin kayttaytyminen

e Systeemin tai jarjestelman tarkein ominaisuus on
stabiilisuus. Muita ominaisuuksia ovat esim.

Nopeus

Varahtelyt ja niiden luonne, resonanssi

Minimivaiheisuus (minimum phase / non minimum phase), alkutransientit
Herkkyys ja robustisuus (sensitivity / robustness), hairidnsietokyky
Mahdollinen integroiva tai derivoiva kayttaytyminen

Aitous (strictly proper, proper, not proper)

e Alkaisemmilla luennoilla systeemin kayttaytyminen
maaritettiin tarkasti vasteista — joka edellytti Laplace-
kaanteismuuntamista. Talla luennolla keskitytaan
kayttaytymisen tarkasteluun mallin ominaisuuksien
perusteella ilman vasteen analyyttista ratkaisemista.
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. Systeemin navat ja nollat

e Siirtofunktio koostuu osoittaja- ja nimittajapolynomeista

Gls) = — bs" ™ +b,s" 7+ .+bnz_2s2 +b, s+b, _ P(s)

» np—l np—2 2
s'tas’ tays’ T+eta, 58 +a, s+a, Q)

e Nimittajapolynomi on systeemin karakteristinen polynomi
Karakteristinen polynomi:  Q(s)
{Karakteristinen yhtdlo: O(s)=0
e Polynomit voidaan esittaa juuriensa tuloina
b(s—s,)(s—s,)(s— Sz(nZ—Z))(S - Sz(nz—l))
(s _Spl)(S _sz)"'(S_Sp(np—l))(S_Spnp)

e Osoittajan nollakohdat (juuret) ovat systeemin nollia ja
nimittajan nollakohdat (juuret) ovat systeemin napoja.

G(s)=
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Systeemin navat ja nollat

e Napa-nollakuviossa systeemin navat ja nollat esitetaan
graafisesti kompleksitasossa.

G(s) = (s+D(s+3) (s+D(s+3) (s+1)(s+3)
(s=D(s*+2s+2) (s=D((s+1)°+1) (s=D(s+1+i)(s+1-i)
ImA
(Karakteristinen yhtilo: (s—1)(s*> +2s+2) =0 X i
g .. Re
JJarjestelman nollat: s, =-1,s, =-3 o O %>
3 -1 1
X .

Jarjestelman navat: s, =15, =—1+i,s y

e Kompleksiset juuret esiintyvat aina kompleksikonjugaatteina: s; = a + bi =>
Napa-nollakuvio on aina symmetrinen reaaliakselin suhteen.
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. Stabiilisuus

e Stabiilisuudelle on kehitetty useita erilaisia maaritelmia.
Esim.

e Yhden ratkaisun stabiilisuus (epalineaariset ja/tai aikavariantit systeemit)
e Systeemin stabiilisuus (lineaaristen systeemien globaali ominaisuus)

e Globaali stabiilisuus vs. lokaali stabiilisuus (epalineaariset systeemit)

e Ljapunov-stabiilisuus eli tilastabiilisuus

e Asymptoottinen stabiilisuus

e BIBO-stabiilisuus (Bounded Input - Bounded Output)

e Marginaalinen stabiilisuus

e Talla opintojaksolla kasitellaan ainoastaan lineaaristen
jarjestelmien stabiilisuutta, jolloin stabiilisuus on systeemin

globaali ominaisuus — stabiilius ei riipu tulosuureista eika
toiminta-alueesta.
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Systeemin stabiilisuus

Impulze Response
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- Stabiilisuus

e Epalineaarisella jarjestelmalla stabiilisuus saattaa riippua toiminta-
alueesta ja tulosuureesta. Tarkastellaan esimerkiksi kivia
vuorenrinteella.

e Systeemilla on yksi stabiili tasapainopiste (laakso, 3) ja kaksi epastabiilia
(huiput, 2 ja 5)

e Stabiilissa toimintapisteessa pienilla ohjauksilla vaste pysyy stabiilina, mutta
kun kivia tyonnetaan riittavan suurilla voimilla, niin vasteesta voi tulla
epastabiili (kivi voi joutua pisteen 2 vasemmalle tai pisteen 5 oikealle puolelle.

e Epastabiililta alueelta voidaan paatya
sopivalla tulosuureella stabiilille alueelle.
Esimerkiksi pisteesta 1 voidaan paasta
huipun ohi stabiiliin laaksoon, mutta
pisteesta 6 on huomattavasti vaikeampaa
paatya stabiiliin ratkaisuun, koska Kivi
keraa niin paljon liike-energiaa, etta se
helposti sujahtaa stabiilin laakson lapi
uudelle epastabiilille alueelle.
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. Ljapunov-stabiilisuus

o Tilayhtaldlle  x(f)=Ax(t)+Bu(?)

voidaan johtaa yleinen ratkaisu

x(t) = D(¢)x(0) + j O(t—7)Bu(r)dr, D(t)=e

e Tilan x(¢) kayttaytyminen tulevaisuudessa riippuu kahdesta termista:
autonomisesta osuudesta (alkuarvot) ja ohjausten vaikutuksesta.

e Ljapunov-stabiilisuus tutkii autonomista stabiiliutta. Yksinkertaistettuna
voidaan sanoa, etta menetelmassa poikkeutetaan tilaa aavistuksen
verran alkutilasta ja katsotaan mita tapahtuu, kun ulkoisia ohjauksia ei
kayteta. Jos lineaarinen systeemi on stabiili yndelle alkuarvolle, niin se
on stabiili myos kaikille muille mielivaltaisille alkuarvoillle.
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- BIBO-stabiilisuus

e BIBO-stabiilisuudessa taas tutkitaan input/output-kayttaytymisen
stabiiliutta ja se liittyykin laheisesti edella esitetyn tilaesityksen ratkaisun
toiseen termiin. Systeemi on BIBO-stabiili (bounded input — bounded
output), jos rajoitetulla ohjauksella u saadaan aina rajoitettu vaste y.

e Esimerkiksi varasto (integraattori) ja ideaalinen heiluri (harmoninen
varahtelija) ovat marginaalisesti stabiileja (yleisesti stabiileja) ja
Ljapunov-stabiileja, mutta eivat asymptoottisesti stabiileja eivatka BIBO-
stabiileja.

e Kaanteinen heiluri ja raketti avaruudessa ovat epastabiileja kaikkien
stabiilisuuskriteerien mukaan.

e I|deaalisekoitin (alipaastosuodatin) seka massakappale jousen ja
vaimentimen varassa ovat stabiileja kaikkien edella esitettyjen
stabiilisuuskriteerien mukaisesti.

e Asymptoottinen ja marganaalinen stabiilisuus voidaan lineaarisella
systeemilla tutkia esim. impulssivasteen kayttaytymisen perusteella.
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EsimerkkKi:

vaste alkuarvolle

e Harmoninen varahtelija (lineaariapproksimaatio) 15
; _
2 05} ]
a
G(s)= o
(5) s*+a’ Im A o |
X ai i 5 10 15 @
Nimittajapolynomin Re impulssivaste
juuret > W
X -ai 1
T 0
/Y -1
5 _
e Siniheratteelld heiluri joutuu resonanssiin ja L té 015
muuttuu epéstabiiliksi => alkuarvoista johtuva vaste ~ °'N'V25%°
on stabiili, mutta on loydettavissa rajoitettu herate -
(sinisignaali), jolla vasteesta tulee rajoittamaton. ;
e Lineaarisoitu heiluri on Ljapunov-satbiili, muttei 20 ]
BIBO-stabiili Al i
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- Impulssivaste ja sen stabiilisuus

e Vahvasti aidon (strictly proper, siirtofunktion osoittaja
alempaa kertalukua kuin nimittaja) systeemin impulssivaste

eli painofunktio on Laplace-tasossa siirtofunktio

e Siirtofunktio voidaan hajoittaa osamurtokehitelman avulla tekijoidensa
summalausekkeeksi (oletetaan aluksi kaikkien juurten olevan reaalisia ja

yksinkertaisia).

bs"" +bs"+--+b s’ +b _s+b, bs"" +bs"*+--+b s’ +b _s+b
G(S) - n n—1 n-2 2 =
" +a st +a,st +ta, o8 ta, sta, (S5, )(8=8,,) (5=, (S —5,,)
— Kl + K2 4ot Kn—l + Kn
S=S, S5, S=S, oy S—S,
o Kaanteismuunnettuna g(t)=Ke" + K" +-+K """ + K e

e Jos kaikki nimittajapolynomin juuret ovat negatiivisia, niin ajan lahestyessa
aaretonta vaste lahestyy nollaa - jos yksikin juuri on positiivinen, niin
vastaava summan termi lahestyy aaretonta. Kun yksi summan termi lahestyy
aaretonta, niin koko summa lahestyy aaretonta.
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Impulssivaste ja sen stabiilisuus

e Jos juurten joukossa on kompleksisia juuria, niin ne voidaan laventaa toisen
asteen nimittajapolynomiksi:

As+ B
(S —Re{ls, })2 + (Im{spl. })

e Kaanteismuunnettuna
Ae* " cos(Im{s,, }1)+(B+ ARe{s,})e """ sin(Im{s , }t)

-, Juuret: Re{s } +Im{s } i

e Jos nimittajapolynomin juurien reaaliosat ovat negatiivisia, niin ajan
lahestyessa aaretonta vaste lahestyy nollaa - positiivisilla reaaliosilla vaste
lahestyy aaretonta.

e Tarkastellaan viela moninkertaisia juuria. Moninkertaiset (g-kertaiset) juuret
esiintyvat osamurtokehitelmassa muodossa:

Qq y n Qq—l — Fee et Q2 > + Ql
(s=s5,)" (5=s5,) (5=5,)" 5=,
e Kaanteismuunnettuna: Qq ot st O

G-l T (g-2)!

) ¢ il t
t" e+ +Qite” + Qe
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Impulssivaste ja sen stabiilisuus

Jos nimittajapolynomin moninkertainen juuri on negatiivinen, niin ajan
lahestyessa aaretonta vasteen kaikki termit lahestyvat nollaa - positiivisella
juurella vaste lahestyy aaretonta.

Moninkertaisilla kompleksisilla juurilla saadaan vastelausekkeeseen termeja
K, tle et sin(Im{spl.}t) ja K, et cos(Im{Spl.}t)

Nama termit [ahestyvat nollaa ajan lahestyessa aaretonta, jos moninkertaisen
kompleksisen juuren reaaliosa on negatiivinen - positiivisella reaaliosalla
termit lahestyvat aaretonta.

Yhteenvetona voidaan todeta impulssivasteen lahestyvan nollaa ajan
lahestyessa aaretonta vain jos jokaisen nimittajapolynomin juuren
reaaliosa on negatiivinen. Tama on asymptoottisen stabiilisuuden
kriteeri. Jos yhdenkin juuren reaaliosa on positiivinen, niin vaste
lahestyy aaretonta ajan lahestyessa aaretonta ja systeemi on
epastabiili.
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Marginaalinen stabiilisuus

e Mikali systeemin kaikki navat ovat kompleksitason vasemmassa
puolitasossa, niin systeemi on asymptoottisesti stabiili ja mikali
yksikin napa on oikeassa puolitasossa, niin systeemi on epastabiili -
enta jos systeemilla ei ole napoja oikeassa puolitasossa vaan rajalla
eli imaginaariakselilla - miten impulssivaste silloin kayttaytyy?

Yksinkertainen napa Kaksinkertainen napa Kolminkertainen napa
10 40

1 ‘ ]

* 05 I 2
0 0 0
-1 |

-10 ‘ <40 ‘
0 10 20 0 10 2 0 10 2

20 200

MUeororoon o]
15 1 180
k 0.5 — 10 1 100
5 50

oH

0 0
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Marginaalinen stabiilisuus

e Mikali systeemilla on yksinkertaisia napoja imaginaariaksella eika
lainkaan napoja oikeassa puolitasossa, niin se on marginaalisesti
stabiili (eli Ljapunov-stabiili).

e Mikali systeemilla on moninkertaisia napoja imaginaariakselilla, niin
se on epastabiili kaikkien stabiilisuuskriteerien mukaan.

e Mikali systeemilla on yksikin napa imaginaariaksella, niin se ei ole
asymptoottisesti stabiili eika BIBO-stabiili.
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Stabiilisuus

e Systeemi on asymptoottisesti stabiili, jos kaikki sen navat ovat
kompleksitason vasemmassa puolitasossa.

e Systeemi on epastabiili, jos silla on yksikin napa kompleksitason oikeassa
puolitasossa tai silla on moninkertaisia napoja imaginaariakselilla

e Systeemi on marginaalisesti stabiili, jos silla on yksi tai useampia
yksinkertaisia napoja imaginaariakselilla eika ainoatakaan napaa oikeassa
puolitasossa.

e Systeemi on tulo-lahtostabiili (BIBO-stabiili, bounded input — bounded output),
jos jokainen rajoitettu tulosuure johtaa rajoitettuun output-suureeseen.

e Lineaarisella systeemilla asymptoottinen stabiilius implikoi BIBO-
stabiilisuuden. BIBO-stabiilisuus implikoi A Im

asymptoottisen stabiilisuuden,
EDELLYTTAEN etta systeemi on saavutet- Re
tava (ohjattava) ja tarkkailtava. (Ei nolla- >
napa-supistuksia siirtofunktiota muodostet-
taessa; kts. jallempana ja tilamenetelmien
vhteydessa.)

Stabiili | Epastabiili
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Varahtelyt

e Laplace-muunnospareista tiedetaan, etta jos systeemilla on nimittajassa
kompleksisia juuria, niin kyseiset termit voidaan taydentaa nelioksi, jolloin
Laplace-kaanteismuunnokseksi saadaan sini- ja kosinifunktioita
(kompleksiset juuret voidaan myos kaanteismuuntaa suoraan kompleksisiksi
exponenttifunktioiksi, joista saadaan sineja ja kosineja Eulerin kaavaoilla).

e Aivan kuten stabiilisuudellakin, niin varahtelylle voidaan todeta, etta jos
yksikin summan termi varahtelee, niin koko summa varahtelee.

e Jarjestelman vaste ei varahtele, mikali sen navat ovat reaalisia. Vaste
varahtelee, jos yksikin napapari on aidosti kompleksinen (ei sijaitse
reaaliakselilla). ImA

Virahtelee
Re

s 4 >

/ Varal

E1 varahtele 1telee
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Nopeus

e Etaisyys imaginaariakselista kuvaa eksponentiaalista kayttaytymista (mita
kauempana imaginaariakselista ollaan sita nopeammin systeemi saavuttaa
loppuarvonsa (vasemmassa puolitasossa) tai karkaa aarettomyyteen
(oikeassa puolitasossa).

e Etaisyys reaaliakselista kuvaa varahtelyn taajuutta (mita kauempana
reaaliakselista ollaan sita suurempi taajuus).

e Jarjestelma on sita nopeampi mita kauempana sen navat ovat origosta

korkeataajuinen vardhtely

I Im A
Tinn | |
Nopea Nopea | Nopea I Nopea
cksponen- eksppnen- Rb eks'p on.en- matalataaju1+en vardhtely : Re
tiaalinen —————+tiaalh =y tiaalinen » Re — 1 —>
kayttayty- kaytfiyty- kayttayty- matalatanu1+en vardhtely |
minen minen minen I Nopea Nopea

korkeataajuinen vardhtely
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Varahtelyn vaimennussuhde

e Systeemin vaimennussuhde, kuvaa varahtelyn vaimenemista.

e Vaimennussuhde saadaan laskettua kompleksisen napaparin ja G = COS(O[)
negatiivisen reaaliakselin valisen kulman kosinista — tama patee
vain silloin kun kulma on olemassa — eli aidosti kompleksisella
napaparilla. v ImA
e Jos vaimennussuhde on ykkdsta suurempi, niin systeemi on N
ylivaimennettu (reaaliset negatiiviset navat). '\

e Jos vaimennussuhde on yksi, niin systeemi on kriittisesti @ _ry >
vaimennettu (kaksinkertainen negatiivinen napapari /!
reaaliakselilla). et

e Jos vaimennussuhde on yhden ja nollan valilla, niin systeemi on y
alivaimennettu (aidosti kompleksinen napapari vasemmassa ‘
puolitasossa).

e Jos vaimennussuhde on nolla, niin systeemi on harmoninen G(S) =
varahtelija (navat imaginaariakselilla).

e Jos vaimennussuhde on negatiivinen, niin systeemi on Vaimennussuhde C
epastabiili (navat opikeassa puolitasossa).

. o - . Luonnollinen kulmataa-
e Jos vaimennussuhteen itseisarvo on ykkosta suurempi, niin ~ _
systeemi ei varahtele (navat reaaliakselilla). juus o , k vakio
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Esimerkki: vaimennussuhde ja vasteet

e Tarkastellaan kolmea eri prosessia

e 5 .
GI(S)=S2+S+25 = ¢=0Lo,=5 < s,,=-051£4.97
3 .
<G2(S):S2+O6S+9 = ¢=0lw,=3 < s,,=-03£2.98
1 :
G3(S):S2+02S+1 = ¢=0Lo,=1 & s, ,,=-0.1£0.99
e Kaikilla on sama vaimennussuhde, mutta Groc ﬁa';tzef”"a“
eri etaisyys origosta. S Sy
B Dy SgeiEy
e Piirretaan napanollakuvio MATLABissa I:_Lgaq,j;j:x 3
a4 "oy TTalh 3
sysl=tf(5,[1 1 25]) BN V.
sys2=t£(3,[1 0.6 9]) . EENRRSt
sys3=t£(1,[1 0.2 1]) N A 1
pzmap (sysl,sys2,sys3) - R
. o35 “Z’TX*'T‘
sgrid - R
”E%:;;‘?ﬁ?uéa s

2 pRCa :
9 Aalto-yliopisto o S 0 0.5
Real &xis
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Esimerkki: vaimennussuhde ja vasteet

e \asteiksi saadaan:

impulse (sysl)
impulse (sys2) Z?
impulse (sys3) ol
o Systeemeilla on eri nopeudet, mutta % 02t
jokaisen systeemin varahtely vaimenee j%
yhta tehokkaasti. o
e Jos kukin impulssivaste skaalattaisiin E:

ajan suhteen, niin vasteet olisivat

identtisia.

Impulze Responze

Amplitude

Amplitude

Impulze Responze

a 10 13 20

Impulze Responze

Amplitude

4 & d 10 12 14

Impulze Responze

20 40 g0
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Dominoivat navat

e Tarkastellaan systeemia: 1000

G(s) =
(s+1)(s+10)(s+100)

e Taman askelvaste on

y(t)=1-1.1223¢"" +0.1235¢""" —0.0011e™™"

e Mita kauempana imaginaariakselista napa on, sita pienemmalla kertoimella
se esiintyy vasteen lausekkeessa.

e Stabiilia kayttaytymista dominoivat navat ja napaparit ovat ne, jotka ovat
kaikkein lahimpana imaginaariakselia — sama patee myos nolliin ja
nollapareihin.

e Epastabiili kayttaytyminen on kuitenkin aina dominoivaa.
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Nollat

e Jos navat vaikuttavat stabiilisuuteen, varahtelyyn ja nopeuteen, niin mita
nollat sitten tekevat?

e Otetaan esimerkki: prosessi, jossa on kaksi stabiilia napaa (pisteissa -2 ja -3)

ja yksi nolla.
(7,5+1) _ (rys+])

T (st )(ms+) (Gs+D(Estl)
e Lasketaan askelvaste:
Y(s) = (7,5 +1)
Gs+D(Es+1Ds
= y()=1+2-67,)e” +(67,—3)e™”

e Nollat vaikuttavat eri tekijoiden kertoimiin. Kokeillaan erilaisia nollan arvoja ja
tarkastellaan miten askelvaste muuttuu.

2—-67, 67,-3
+ +
s+3 s+2

1
A

7, saaarvot: -2,-1,-+,0,5,1,2

(vastaavat nollat ovat: +,1,2,einollaa,-2,-1,—+
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e Nollat vaikuttavat vasteiden
alkukayttaytymiseen - ne
vastaavat vaikutukseltaan
alkuarvoja.

e Mikali systeemilla on yksikin
nolla oikeassa puolitasossa,
niin systeemi on ei-
minimivaiheinen ja
vastaavasti jos kaikki sen
nollat ovat vasemmassa
puolitasossa (ja se on
viiveeton), niin se on
minimivaiheinen.

e Nollat voivat kumota vastaavan navan ja samalla kyseisen kayttaytymisen
(esim. varahtelyn). On kuitenkin huomattava, etta epastabiilia napaa ja
kayttaytymista ei voida kompensoida ei-minimivaiheisella nollalla.

el nollaa

nalla vasemmassa pualitasossa

nolla oikeassa puolitasossa

I 1

2 3
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. Stabiilisuustestit

e Jos tunnetaan systeemin navat (nimittajapolynomin

nollakohdat), niin stabiilisuus on helppo todeta.

e Juuret voidaan maarittaa numeerisesta polynomista iteratiivisilla
laskentarutiineilla (kuten komennot eig, roots tai pole MATLABIssa).

o Esim. polynomille s° +2s* +4s+10

roots([1 2 4 10])

ans = -2.2236
0.1118 + 2.11771
0.1118 - 2.11771i

e Jos jokin polynomin kertoimista on nolla tai negatiivinen, niin polynomilla on
vahintaan yksi juuri imaginaariakselilla tai oikeassa puolitasossa.

e Jos polynomissa on mukana symbolisia parametreja ja tahdotaan ratkaista,
milla parametrien arvoilla systeemi on stabiili, niin juurien ratkaisu
numeerisesti ei enaa onnistu. Talloin voidaan kayttaa Routhin kaaviota.
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Routhin kaavio

. -1 . .
e Polynomille a,s" +a;s" +--+a, s+a, muodostetaan Routhin kaavio

seuraavasti:

a, a, a,
d, d;z ds
b, b, b,
bl b3 bS
C, € €
¢ G G
Zy

Z

a

hy=—1| "

a, |4

:—a1

b,

_ 15

" b, |b,
z,=a
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Routhin kaavio

Routhin kaavion ensimmaisessa sarakkeessa olevien merkinvaihtojen
lukumaara on samalla myos polynomin oikeassa puolitasossa olevien juurien
lukumaara.

Jos systeemin karakteristinen polynomi sijoitetaan Routhin kaavioon, niin
systeemi on stabiili, jos ensimmaisessa sarakkeessa ei ole ainoatakaan
merkinvaihtoa.

Jos kaaviota muodostettaessa sen ensimmaiseen sarakkeeseen tulee nolla,
niin sen tilalle kaavioon sijoitetaan pieni positiivinen luku ¢ ja jatketaan
kaavion muodostamista. Lopullisesta kaaviosta voidaan laskea
merkinvaihdot tutkimalla &:sta riippuvien termien raja-arvot, kun &—0.

Mikali kaavioon muodostuu koko rivi nollia, niin valittomasti nollarivia
ylemmasta rivista voidaan muodostaa polynomi, jolla alkuperainen polynomi
on jaollinen.
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Esimerkit: Routhin kaavio

e Polynomit:

s +2s° +4s+10

s 14
s']2 .10
s' —li
|10

Kaksi merkinvaihtoa 2—-1
ja-1-10

eli kaksi juurta oikeassa
puolitasossa

st +4s5° +65° +4s+2

s 1 6 2
sS4 4
S5 2
st 12/5
ST

Ei merkinvaihtoja ensimmaisessa
sarakkeessa

eli ei juuria oikeassa
puolitasossa
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Esimerkit: Routhin kaavio

e Polynomi: ¢34 ¢ 426492

3
s> 112

) Saadaan noIIar|V| jolloin ylemmalta rivilta saadaan
s 12 polynomi st +2 jolla alkuperainen polynomi on
Jd1oio jaollinen.
s Lasketaan taman polynomin derivaatta s:n suhteen

ja sijoitetaan se kaavioon ... ja jatketaan

i(Sz+2):2s s 112
ds 5
s” |1
s 1210
s 2

Ei merkinvaihtoja, joten ei juuria oikeassa puolitasossa
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Esimerkit: Routhin kaavio

o Polynomi: ¢* 1+ 35° +45° +125+12

A) 1 4 12 Ensimmaiseen sarakkeeseen tulee nolla,
3 : jolloin korvataan se pienella positiivisella
S 3 ; 12 o . :
s S luvulla ¢ ja jatketaan kaavion muodostamista

s” 0—>¢ 12
: + :
s | (126=36)/ ¢ st 14 12
g 3 :
50 2 s |3 12
{125— 36} s> 0 112
lim = —0o0 ;
£0 & s' | —oo
s |12

kaksi merkinvaihtoa 0—-w ja -0o—12
— kaksi juurta oikeassa puolitasossa
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Esimerkit: Routhin kaavio

o Systeemid, jonka siirtofunktioon G (s) = — 21
saadetaan P-saatimella. $"+4s"+5-0
e Milla K,:n arvoilla saadetty +
i&rjestelmé on stabiili? 4’?—’ Kr > G(s) T
KP
G _ KG(s) P A +s—6 Kp
ror(8) = - K 3 2
1+ K,G(s) 1+ P s"+4s"+s+(K,—6)
s> +45°+5—6
S
52__-___4_1___ K, -6 Stabiili, jos 10- K, >0ja K, 630
C1T0CK, 4
S 4 = 6<K,<10
s’ | K,—6 :
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. Tilaesityksen navat ja nollat

e Kolmannella luennolla johdettiin siirtofunktion ja tilaesityksen

valinen muunnoskaava. B
G(s) = C(SI— A) B+D

e Kaanteismatriisi lasketaan jakamalla liittomatriisi (adjoint) determinantilla.
C adj(SI — A)B D C adj(SI — A)B +D det(SI — A)
det(sI— A) det(sI— A)

G(s) =

‘Karakteristinen polynomi: det(sI—A)=0

N\

Systeemin navat ovat polynomin:"det(sI— A)" juuret

Systeemin nollat ovat polynomin:" Cadj(sI— A)B +Ddet(sI— A)" juuret
e MIMO-systeemeilla karakteristisessa polynomissa on kaikkien systeemin

siirtofunktioiden navat ja osoittajapolynomista tulee polynomimatriisi, jossa on
kunkin siirtofunktion nollat erikseen - osa nollista ja navoista supistuu.
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Esimerkki

5 -1 2 0 1
X(?) = Ax(¢)+ Bu(?) = { 0 3} x(¢)+ L O} u(z)

(O =Cx()=[1 1]x()

e Maaritetaan systeemin navat ja nollat
Karakteristinen yhtalo: det(SI — A) = det

.

{s+1 -2 |
=(s+D(s—-3)=0

: |s+1 =2 [0 1
Cad_](SI—A)B-i-Dth(SI—A):[1 l]adj{ 0 } }

s=3]2 0
-3 2 70 1

=1 1]?0 SHL O}:[z(sw) s—3]

_ G(S)_[ 2(s+3) s—3 }_{ 2(s+3) 1}
DG =3) (s+D(s=3)| |(s+D(s=3) s+1

o Systeemilla on kaksi napaa (-1 ja 3) seka yksi nolla (-3)
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Tutkitaan saadetyn jarjestelman kayttaytymista saatimen (P-saadin)
eri virityksilla. n

G(s) = S2+2 _ s+2 4?—» Kr " G(s) -
s —s s(s—1)

e Saatamaton prosessi on epastabiili

Step Response

30 Saadetylle jarjestelmalle
Saataméatsn
g 20 Prosessi G, (s)= K,G(s) _ K,(s+2)
'}—‘21 ror 1+K,G(s) s°—s+K,(s+2)
< K (s+2)
0 s’ +(K,-1)s+2K,

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

o Saadetyn jarjestelman karakteristinen yhtalo s° +(K, —1)s+2K, =0
e Saadetyn jarjestelman navat (toisen asteen yhtalon ratkaisu):
K,—1 K2=10K,+1
Sp12 = +
2 2
e Saadetty jarjestelma ei varahtele, kun navat ovat reaalisia

Kp-10K,+120 = (K,-5+26)(K,—-5-2V6)>0

= K,<5-2J6~0.1010 tai K,>5+2v6~9.8990

e Saadetty jarjestelma on stabiili, kun navat ovat vasemmassa
puolitasossa

K,20 ja K,-120 = K,>1
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Maaritetaan navat ja piirretaan saadetyn jarjestelman napa-
nollakuviot muutamalla eri K,:n arvolla

Pole-Zero Map Pole-Zero Map Pole-Zero Map
1 1 >4
1.5 X
1
0.5 ] _ | _
) KP = 0.05 » "° KP=05 s o5 KP=1
¢ s :
> > >
s © X X ) s 0®
g ? g 05
= -05 1 = -05 - -1
-1.5
1 1 X : K
2 1 0 1 2 1 0 1 2 1.5 1 0.5 0
B Pole-Zero Map - Pole-Zoro M B
ole-Zero Map
2 X ‘ 1

T oKP=2
°21 kP =10

Imaginary Axis
! o
©

ayiiary AAR
o

= .05
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Vastaavat askelvasteet ovat:

Step Response Step Response

KP = 0.5

Amplitude
Amplitude

|
0 2 4 6 8 10

A’ Aalto-yliopisto
[t



Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Taman perusteella voidaan todeta saadetylle jarjestelmalle

K »S5— 26, Vaste on vérihtelemiton ja epdstabiili

5-24J6 <K » <1, Vaste on amplitudiltaan kasvavaa, epiastabillia vardhtelya

K, =1, Vaste on harmonista vardhtelya
1<K, <5+ 26 , Vaste on vaimenevaa, stabiilia vardhtelya (alivaimennettu)

K,=5+ 26, Vaste on vérihtelemiton ja stabiili (kriittisesti vaimennettu)

K, >5+ 26 , Vaste on vardhtelemiton ja stabiili (ylivaimennettu)
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Yleiset siirtofunktiomallit: 1. kertaluku

t

e 1. kertaluvun dynamiikka
« Differentiaaliyhtald ja siirtofunktio: Impulssivaste:  y(f) = ~e -
e K on systeemin vahvistus )
e 70N systeemin aikavakio

_t
Askelvaste: y(t)=K (1 —e T]

() +y()=Ku®)  G(s)=

s +1
A Im A Im
>0 => <0 =>
Stabiili Epastabiili
Re Re
r 3 > »*X—>
-1/7 -1/¢
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Yleiset si

irtofunktiomallit: 1. kertaluku

Elt

>0 =>

Stabiili

e (K1)

0

<0 =>
Epastabiili U

_______________________________

Impulssivaste

______________________________

Impulssivaste -

________________

Askelvaste
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

e 2. kertaluvun varahteleva dynamiikka (kompleksiset navat)

o D|ﬁerent|aallyhtalc? ja surt.ofunktlo: P(O)+ 28w, (1) + a),fy(t) _ Kcoju(t)
e K on systeemin vahvistus

e @, on systeemin ominaistaajuus (@, > 0) G(s) = Ka),f

2 2
o (on systeemin vaimennussuhde (-1 > > 1) s"+20w,5+ o,

: K _ :
Impulssivaste: y(¢) = el Pl (sm (a)n NIE Czt))

J1-¢2
Askelvaste:  y(¢) = KLI —e ! {COS(Wn\Il_éVZf) + S sin(a)n vi- (%)J]

1-¢7

_ K(l _l;eéwnr (sin(a)n Mt) +cos”' (())}
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

Navat: Alm >
- x--—- é/a)n'\ll—é/ l
SP,IZ_wn§+wn \/1_4/21 :
3 ; Re
Spy =—0,8 —0,\1-{7i | >
_é’,rvn
0> > 1 => ;
Stabiill ¥--T Conl-"i
A Im
—.{a)mll—gz i|---X
' Re
: >
-1 > §> 0=> -&?n
Epastabiili Coon /1_ 2 il---%

A lm
x\\(()n
¢= Cos(a) \\\ Re
of >
X
A Im
g=cos(a) |V
a A Re
C >
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

0 Impulssivaste
| | | | ¢
0> é’> 1 =>
Stabiili
Kl----
0
0o — Askelvaste 'y
0
Impulssivaste t 0 Askelvaste t
. - . | B il st
Epastabiili - .
0
. g—;'-:s.l
| g i
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

e 2. kertaluvun varahtelematon dynamiikka (reaaliset navat)
Differentiaaliyhtalo ja siirtofunktio: . .
) e E S 00,00 + (7, +7,) () + ¥(t) = Ku(t)
e K on systeemin vahvistus
K

e 7,ja 7, ovat systeemin aikavakiot (7, # 7, ) G(s) =
(s +1)(7,5 +1)

K _r _t
Impulssivaste:  y(¢) = (e D_e ﬁj
LT

Askelvaste: y(f) =K El ! [Tzefz - Tle_f_l j}

T, T

e Luonnollisesti varahtelevat systeemit voidaan myos formuloida tahan
mallirakenteeseen, mutta silloin aikavakiot ovat kompleksisia — Toisaalta

varahtelemattomat systeemit voidaan formuloida kayttaen
vaimennussuhdetta ja ominaistaajuutta, mutta talloin vaimennussuhteen

itseisarvo on ykkosta suurempi (ylivaimennettu systeemi)
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

Navat:
Spy =—— => Stabiili
z-1
<
1
Spp =~
T2
ImA
7,<0tair,<0
=> Epastabiili Re
X X—>
1/7, 1/z,

ImA

KX

gy Uz,

ImA

KX

/7, -1z,
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

7, ,>0
=> Stabiili

7,<0taiz, <0
=> Epastabiili

Impulssivaste

Impulssivaste

K

Askelvaste |

Askelvaste

A’ Aalto-yliopisto
[t




Korkeamman kertaluvun mallit

e Korkeamman kertaluvun mallit voidaan koota

yksinkertaisista 1. ja 2. kertaluvun elementeista

e Tiedetaan, etta vaste on kaikkien elementtien painotettu summa (lahella
imaginaariakselia olevat navat ja nollat dominoivat kayttaytymista, jolleivat
napa-nollaparit kumoa toistensa vaikutuksia)

e Tarkastellaan kolmannen kertaluvun varahtelevaa systeemia

2
G(s) = Kao;

(s +1)(s* + 28w s+ @)

e Taman jarjestelman kayttaytyminen on painotettu summa toisen kertaluvun
kayttaytymisesta ja ensimmaisen kertaluvun kayttaytymisesta.
Ko’ A4 Bs+C

n

- (zs+1)(s° +2&w,s + w)) B s+l s*+2lw s+ o’

A’ Aalto-yliopisto
[t



Korkeamman kertaluvun mallit

e Alla on systeemin napa-nollakuviot ja askelvasteet erallla
parametriarvoilla
Alm A;

m

X X 2 20
N s | ® b)
10
% > ¥ > 1 | .
0.5 |
a) b) ) a)» 0
X X o 1 2 3 4 5 01 2 3
N A 20 200
X X 15 » 150 d)
Re Re 10 7 100
x—p X—> 5 50
C
c) d ) |
5 5 o 1 2 3 4 5 o 1 2 3
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Yksinkertaisten systeemien vasteita

K K
— Ks
) 7s +1

Impulssivaste

Askelvaste

A’ Aalto-yliopisto >0, K>0, 0< é’ <1, o, * 0
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Yksinkertaisten systeemien vasteita

K Ks K
s(zs+1) | (rs+1D)(z,s+1)

Impulssivaste

Askelvaste

A’ Aalto-yliopisto >0, K>0, 0< é’ <1, , #* 0
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Yksinkertaisten systeemien vasteita

Ko? Ko? K

n n

s’ +20w s+ s+ (zs+ 1) (75 +1)(Ts+1)

Impulssivaste

Askelvaste

Al, Aalto-yliopisto 7>0,K>0, 0<{ <], o, #0
|



Yksinkertaisten systeemien vasteita

Kw?

n

_K
s — 1

s =20w s+

Impulssivaste

Askelvaste

Al, Aalto-yliopisto 7>0,K>0, 0<{ <], o, #0
|



