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Luku 5: Navat ja nollat, systeemin nopeus,
stabiilisuus ja varahtelyt, Routh-Hurwitz-kriteeri

Lukuohje

A? Aalto-yliopisto
n

» Kertaa lohkokaaviomuunnokset, toteutus Matlabilla ja
PID-sdéddin

* Nollat ja navat, nolla-napakuvio, karakteristinen
polynomi, karakteristinen yhtilo

+ Stabiilisuus, virédhtelyt, systeemin nopeus,

* Routh-Hurwitz-menetelméa

* Tilaesityksen navat ja nollat
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Systeemin kayttaytyminen

e Systeemin tai jarjestelman tarkein ominaisuus on

stabiilisuus. Muita ominaisuuksia ovat esim.

e Nopeus

Varahtelyt ja niiden luonne, resonanssi
Minimivaiheisuus (minimum phase / non minimum phase), alkutransientit
Herkkyys ja robustisuus (sensitivity / robustness), hairionsietokyky
Mahdollinen integroiva tai derivoiva kayttaytyminen
Aitous (strictly proper, proper, not proper)

e Aikaisemmilla luennoilla systeemin kayttaytyminen
maaritettiin tarkasti vasteista — joka edellytti Laplace-
kaanteismuuntamista. Talla luennolla keskitytaan
kayttaytymisen tarkasteluun mallin ominaisuuksien
perusteella ilman vasteen analyyttista ratkaisemista.

Systeemin navat ja nollat

9 Aalto-yliopisto

Siirtofunktio koostuu osoittaja- ja nimittdjapolynomeista

b1Sn"71 + bzsnfz + '-’-bnz—ZS2 + bﬂz—ls + b"z — P(s)

G(s)=

s" +a,s" T +a,s T 4 -+anp_2s2 +a, s+a, Q)
Nimittajapolynomi on systeemin karakteristinen polynomi
Karakteristinen polynomi:  Q(s)
{Karakteristinen yhtdlé: Q(s)=0
Polynomit voidaan esittaa juuriensa tuloina
Gs) = b(s—s)(s=5,) (=5, »)(=5., )
(s —Spl)(S —spz)- -+ (s —sp(np_l))(s —spn”)

Osoittajan nollakohdat (juuret) ovat systeemin nollia ja
nimittdjan nollakohdat (juuret) ovat systeemin napoja.
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Systeemin navat ja nollat

Stabiilisuus

e Napa-nollakuviossa systeemin navat ja nollat esitetaan
graafisesti kompleksitasossa.

G(s) = (s+D(s+3) (s+D(s+3) (s+D(s+3)
(s=D(s>+25+2) (s=D((s+D*+1) (s=D(s+1+i)(s+1-0)
ImA
Karakteristinen yhtlo: (s—1)(s* +2s+2)=0 X ri
Jéarjestelmén nollat: s, =-1,5, =-3 —e—e—ﬁ(—Rg
Jarjestelmén navat: s, =1,5,, =—1+i,s,,=—-1-i -3 >1< L !

o Kompleksiset juuret esiintyvéat aina kompleksikonjugaatteina: s, = a + bi =>
Napa-nollakuvio on aina symmetrinen reaaliakselin suhteen.
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e Stabiilisuudelle on kehitetty useita erilaisia maaritelmia.
Esim.
e Yhden ratkaisun stabiilisuus (epalineaariset ja/tai aikavariantit systeemit)
e Systeemin stabiilisuus (lineaaristen systeemien globaali ominaisuus)
o Globaali stabiilisuus vs. lokaali stabiilisuus (epalineaariset systeemit)
e Ljapunov-stabiilisuus eli tilastabiilisuus
e Asymptoottinen stabiilisuus
¢ BIBO-stabiilisuus (Bounded Input - Bounded Output)
e Marginaalinen stabiilisuus
e Talla opintojaksolla kasitellaan ainoastaan lineaaristen
jarjestelmien stabiilisuutta, jolloin stabiilisuus on systeemin
globaali ominaisuus — stabiilius ei riipu tulosuureista eika
toiminta-alueesta.
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Systeemin stabiilisuus

Stabiilisuus

Impuilse Response

Amplitude
o

Systeemi s
Stabiili s. Epéstabiili s.

/ AN

Asymptoottisesti stabiili s. | | Marginaalisesti stabiili s.

Impulse Response Impulse Response
03 1

02

01

AmpnugE

Ampiuae

0

-01

02 -1
0
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e Epalineaarisella jarjestelmalla stabiilisuus saattaa riippua toiminta-
alueesta ja tulosuureesta. Tarkastellaan esimerkiksi kivia
vuorenrinteella.

o Systeemilla on yksi stabiili tasapainopiste (laakso, 3) ja kaksi epastabiilia
(huiput, 2 ja 5)

o Stabiilissa toimintapisteessa pienilla ohjauksilla vaste pysyy stabiilina, mutta
kun kivia tydnnetaan riittdvan suurilla voimilla, niin vasteesta voi tulla
epastabiili (kivi voi joutua pisteen 2 vasemmalle tai pisteen 5 oikealle puolelle.

o Epastabiililta alueelta voidaan paatya
sopivalla tulosuureella stabiilille alueelle.
Esimerkiksi pisteesta 1 voidaan paasta
huipun ohi stabiiliin laaksoon, mutta
pisteesta 6 on huomattavasti vaikeampaa
paatya stabiiliin ratkaisuun, koska kivi
keraa niin paljon liike-energiaa, etta se
helposti sujahtaa stabiilin laakson lapi
uudelle epastabiilille alueelle.
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Ljapunov-stabiilisuus

e Tilayhtaldlle  x(¢) = Ax(¢)+ Bu(t)

voidaan johtaa yleinen ratkaisu

x(1) = @ (£)x(0) + j @ (¢t - r)Bu(r)dr, ®(1)=e"

e Tilan x(¢) kayttaytyminen tulevaisuudessa riippuu kahdesta termista:
autonomisesta osuudesta (alkuarvot) ja ohjausten vaikutuksesta.

e Ljapunov-stabiilisuus tutkii autonomista stabiiliutta. Yksinkertaistettuna
voidaan sanoa, etta menetelmassa poikkeutetaan tilaa aavistuksen
verran alkutilasta ja katsotaan mita tapahtuu, kun ulkoisia ohjauksia ei
kaytetd. Jos lineaarinen systeemi on stabiili yhdelle alkuarvolle, niin se
on stabiili my6s kaikille muille mielivaltaisille alkuarvoille.

BIBO-stabiilisuus
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BIBO-stabiilisuudessa taas tutkitaan input/output-kayttaytymisen
stabiiliutta ja se liittyykin I&heisesti edella esitetyn tilaesityksen ratkaisun
toiseen termiin. Systeemi on BIBO-stabiili (bounded input — bounded
output), jos rajoitetulla ohjauksella u saadaan aina rajoitettu vaste y.
Esimerkiksi varasto (integraattori) ja ideaalinen heiluri (harmoninen
varahtelija) ovat marginaalisesti stabiileja (yleisesti stabiileja) ja
Ljapunov-stabiileja, mutta eivat asymptoottisesti stabiileja eivatka BIBO-
stabiileja.

o Kaanteinen heiluri ja raketti avaruudessa ovat epastabiileja kaikkien
stabiilisuuskriteerien mukaan.

Ideaalisekoitin (alipdastdsuodatin) sekd massakappale jousen ja
vaimentimen varassa ovat stabiileja kaikkien edella esitettyjen
stabiilisuuskriteerien mukaisesti.

Asymptoottinen ja marganaalinen stabiilisuus voidaan lineaarisella
systeemilla tutkia esim. impulssivasteen kayttaytymisen perusteella.
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Esimerkki:

. - e s . . . vaste alkuarvolle
e Harmoninen varahtelija (lineaariapproksimaatio) 15

2 05
a 0
G(s) = s +a’ Im 'ULTVV\/\/\/\/\
i S 5 0 15 2
Nimittajapolynomin impulssivaste
juuret ,
]
0
E
e Siniheratteella heiluri joutuu resonanssiin ja L
muuttuu epéstabiiliksi => alkuarvoista johtuva vaste ~ Snivaste
on stabiili, mutta on |0ydettavissa rajoitettu herate %
(sinisignaali), jolla vasteesta tulee rajoittamaton. .
e Lineaarisoitu heiluri on Ljapunov-satbiili, muttei 2
BIBO-stabiili w0

[t} 5l 10 15 20

Impulssivaste ja sen stabiilisuus
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e Vahvasti aidon (strictly proper, siirtofunktion osoittaja
alempaa kertalukua kuin nimittaja) systeemin impulssivaste
eli painofunktio on Laplace-tasossa siirtofunktio

o Siirtofunktio voidaan hajoittaa osamurtokehitelman avulla tekijéidensa
summalausekkeeksi (oletetaan aluksi kaikkien juurten olevan reaalisia ja
yksinkertaisia).

Gls) = bs"" +b,s"4+b, s +b,_s+b,  bs" +bs" +-4b 5" +b,_s+b,
(S) o n-1 n-2 2 -
s"tas" +ay s a8 a, sta, (S—s,)(5—8,) (=8, )(5—5,,)
— Kl + KZ 4ot Kn—l 4 Kn
S=S, S=S, S=S,my  S—S,,
o Kaénteismuunnettuna g()=Ke" +K, e +-+K, e + K e

o Jos kaikki nimittajapolynomin juuret ovat negatiivisia, niin ajan lahestyessa
aaretonta vaste lahestyy nollaa - jos yksikin juuri on positiivinen, niin
vastaava summan termi l&hestyy aaretdonta. Kun yksi summan termi lahestyy
aaretonta, niin koko summa lahestyy aaretonta.
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Impulssivaste ja sen stabiilisuus

e Jos juurten joukossa on kompleksisia juuria, niin ne voidaan laventaa toisen
asteen nimittajapolynomiksi:
As+ B
2 2
(s—Refs,}) +(Imfs,})
o Kaanteismuunnettuna
A cos (Im{sp,.}t) + (B + ARe {spl.})ekm“ "sin (Im{spi}t)
e Jos nimittdjapolynomin juurien reaaliosat ovat negatiivisia, niin ajan
lahestyesséa aaretonta vaste 1ahestyy nollaa - positiivisilla reaaliosilla vaste
|ahestyy aaretonta.

e Tarkastellaan viela moninkertaisia juuria. Moninkertaiset (¢-kertaiset) juuret
esiintyvat osamurtokehitelmassa muodossa:

Qq + qul e Qz Q1
s—5.)" (s—s,)"" s—s5.) s-s,
pi pi pi pi
Kaanteismuunnettuna: O, i 9o

(¢-D! (¢-2)!

juuret: Re{s,, } £ Im{s ,} -i

g-2 syt S il il
77" -+ Opte +Qe”
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Impulssivaste ja sen stabiilisuus

e Jos nimittdjapolynomin moninkertainen juuri on negatiivinen, niin ajan
|ahestyessa aaretonta vasteen kaikki termit lahestyvat nollaa - positiivisella
juurella vaste lahestyy aaretonta.

e Moninkertaisilla kompleksisilla juurilla saadaan vastelausekkeeseen termeja

Re{s,; 1

I(iltieRC{x”')'sin(lm{sp,.}t) ja K,t'e cos(Im{spi}t)

o Nama termit lahestyvat nollaa ajan lahestyessa aaretonta, jos moninkertaisen
kompleksisen juuren reaaliosa on negatiivinen - positiivisella reaaliosalla
termit lahestyvat aaretonta.

e Yhteenvetona voidaan todeta impulssivasteen lahestyvan nollaa ajan
lahestyessa aaretonta vain jos jokaisen nimittdjapolynomin juuren
reaaliosa on negatiivinen. Tama on asymptoottisen stabiilisuuden
kriteeri. Jos yhdenkin juuren reaaliosa on positiivinen, niin vaste
lahestyy aaretdnta ajan lahestyessa aaretonta ja systeemi on
epastabiili.

Ao Aalto-yliopisto
n

Marginaalinen stabiilisuus

e Mikali systeemin kaikki navat ovat kompleksitason vasemmassa
puolitasossa, niin systeemi on asymptoottisesti stabiili ja mikali
yksikin napa on oikeassa puolitasossa, niin systeemi on epastabiili -
enta jos systeemilla ei ole napoja oikeassa puolitasossa vaan rajalla
eli imaginaariakselilla - miten impulssivaste silloin kayttaytyy?

Yksinkertainen napa Kaksinkertainen napa Kolminkertainen napa
1 10
>< 05 5 2
—_—t 0 0 0
X 05 5 2
-1
-10 -40
0 10 20 0 10 20 0 10 20
0, 200,
1
15 150
— X
0.5 10 100
5 50|
0
0! 0!

Ao Aalto-yliopisto 0 10 20 0 10 20 0 10 20

Marginaalinen stabiilisuus

o Mikali systeemilld on yksinkertaisia napoja imaginaariaksella eika
lainkaan napoja oikeassa puolitasossa, niin se on marginaalisesti
stabiili (eli Ljapunov-stabiili).

o Mikali systeemillda on moninkertaisia napoja imaginaariakselilla, niin
se on epastabiili kaikkien stabiilisuuskriteerien mukaan.

o Mikali systeemilld on yksikin napa imaginaariaksella, niin se ei ole
asymptoottisesti stabiili eikd BIBO-stabiili.

n ? Aalto-yliopisto
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Stabiilisuus

e Systeemi on asymptoottisesti stabiili, jos kaikki sen navat ovat
kompleksitason vasemmassa puolitasossa.

e Systeemi on epastabiili, jos silla on yksikin napa kompleksitason oikeassa
puolitasossa tai silld on moninkertaisia napoja imaginaariakselilla

o Systeemi on marginaalisesti stabiili, jos silla on yksi tai useampia
yksinkertaisia napoja imagindariakselilla eikd ainoatakaan napaa oikeassa
puolitasossa.

e Systeemi on tulo-lahtdstabiili (BIBO-stabiili, bounded input — bounded output),
jos jokainen rajoitettu tulosuure johtaa rajoitettuun output-suureeseen.

e Lineaarisella systeemilla asymptoottinen stabiilius implikoi BIBO-
stabiilisuuden. BIBO-stabiilisuus implikoi AIm

asymptoottisen stabiilisuuden,
EDELLYTTAEN etté systeemi on saavutet-
tava (ohjattava) ja tarkkailtava. (Ei nolla-
napa-supistuksia siirtofunktiota muodostet-
taessa; kts. jaljiempana ja tilamenetelmien
yhteydessa.)

Re
»
>

Stabiili | Epastabiili
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Varahtelyt

e Laplace-muunnospareista tiedetaan, etta jos systeemilla on nimittajassa
kompleksisia juuria, niin kyseiset termit voidaan taydentaa nelidksi, jolloin
Laplace-kaanteismuunnokseksi saadaan sini- ja kosinifunktioita
(kompleksiset juuret voidaan myos kaanteismuuntaa suoraan kompleksisiksi
exponenttifunktioiksi, joista saadaan sineja ja kosineja Eulerin kaavoilla).

e Aivan kuten stabiilisuudellakin, niin varahtelylle voidaan todeta, etta jos
yksikin summan termi varahtelee, niin koko summa véarahtelee.

o Jarjestelman vaste ei varahtele, mikali sen navat ovat reaalisia. Vaste
varahtelee, jos yksikin napapari on aidosti kompleksinen (ei sijaitse

reaaliakselilla). ImA
Varahtelee
Re
= '
Ei virdhtele Varahtelee
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Nopeus

o Etaisyys imaginaariakselista kuvaa eksponentiaalista kayttaytymista (mita
kauempana imaginaariakselista ollaan sitd nopeammin systeemi saavuttaa
loppuarvonsa (vasemmassa puolitasossa) tai karkaa aarettomyyteen
(oikeassa puolitasossa).

o Etaisyys reaaliakselista kuvaa varahtelyn taajuutta (mitéd kauempana
reaaliakselista ollaan sita suurempi taajuus).

o Jarjestelma on sitd nopeampi mitd kauempana sen navat ovat origosta

I korkeataaj uinen viréhtely ImA
Tm
Nopea Hidas Nopea Nopea Nopea
cksponen- elfsp nen- Ro cksponen- matalataajuinen vérahtely . Re
tiaalinen i =y tiaalinen » Re ——tHgas——>
kiyttiyty- Kaytyty- kiyttiyty- matalataajuinen véréhtely
minen minen minen Nopea Nopea

korkeataajuinen vérihtely
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Varahtelyn vaimennussuhde

Systeemin vaimennussuhde, kuvaa varahtelyn vaimenemista.
Vaimennussuhde saadaan laskettua kompleksisen napaparin ja
negatiivisen reaaliakselin valisen kulman kosinista — tama patee
vain silloin kun kulma on olemassa — eli aidosti kompleksisella
napaparilla.
Jos vaimennussuhde on ykk&sta suurempi, niin systeemi on
ylivaimennettu (reaaliset negatiiviset navat).
Jos vaimennussuhde on yksi, niin systeemi on kriittisesti
vaimennettu (kaksinkertainen negatiivinen napapari
reaaliakselilla).
Jos vaimennussuhde on yhden ja nollan valilla, niin systeemi on
alivaimennettu (aidosti kompleksinen napapari vasemmassa
puolitasossa).
Jos vaimennussuhde on nolla, niin systeemi on harmoninen G(S)
varahtelija (navat imaginaariakselilla).
Jos vaimennussuhde on negatiivinen, niin systeemi on Vaimennussuhde c
epastabiili (navat opikeassa puolitasossa). .

. o . .. Luonnollinen kulmataa-
Jos vaimennussuhteen itseisarvo on ykkdsté suurempi, niin .
systeemi ei varahtele (navat reaaliakselilla). juus o , k vakio

¢ =cos(a)

s +2¢w,s + @
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Esimerkki: vaimennussuhde ja vasteet

e Tarkastellaan kolmea eri prosessia

G(s)=——"-—" = =0.Lw =5 & s5,,=-05%+497i
() s2+s5+25 ¢ " 2
3
G,(s)=—/—"— =0.Lw,=3 < s,,=-03+£298i
() 57 +0.65+9 ¢ " o
G()=——"—"-— = =0.lLw, =1 < s, ,=-0.1£0.99
() 57 +0.2s+1 d " 2
o Kaikilla on sama vaimennussuhde, mutta e ds‘;"';‘a"’"‘a"
eri etaisyys origosta. M?j
o Piirretdan napanollakuvio MATLABissa | .

sysl=tf(5,[1 1 25])

sys2=tf(3,[1 0.6 9])
sys3=tf(1,[1 0.2 1])
pzmap (sysl,sys2,sys3)
sgrid 4

Imag Axis

Esimerkki: vaimennussuhde ja vasteet

e Vasteiksi saadaan: impulse (sys1)

Impulse Response

impulse (sys2)
impulse (sys3)
e Systeemeilla on eri nopeudet, mutta
jokaisen systeemin varahtely vaimenee
yhta tehokkaasti.

Amplitude

e Jos kukin impulssivaste skaalattaisiin

ajan suhteen, niin vasteet olisivat
identtisia.

Impulse Response

Impulse Response

Impulse Response

9 Aalto-yliopisto il o5 ] 05 1
Real Axis
n

Amplitude
Amplitude
Amplitude
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Dominoivat navat

o Tarkastellaan systeemia: 1000
Y G(s)

S) =
(s+D)(s+10)(s+100)
e Taman askelvaste on

y(t)=1-1.1223¢"" +01235¢™"" = 0.001 1™

e Mitd kauempana imaginaariakselista napa on, sita pienemmalla kertoimella
se esiintyy vasteen lausekkeessa.

o Stabiilia kayttaytymista dominoivat navat ja napaparit ovat ne, jotka ovat
kaikkein lahimpana imaginaariakselia — sama patee myds nolliin ja
nollapareihin.

o Epastabiili kdyttdytyminen on kuitenkin aina dominoivaa.
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Nollat

e Jos navat vaikuttavat stabiilisuuteen, varahtelyyn ja nopeuteen, niin mita
nollat sitten tekevat?

o Otetaan esimerkki: prosessi, jossa on kaksi stabiilia napaa (pisteissa -2 ja -3)
ja yksi nolla.

G(s) = (r38+1) _ (r38+1)
(z,s+D(7,5+1)  Gs+DGEs+1D)
o Lasketaan askelvaste:
Y(s) = (r35+1) _1+2—6r3+6r3—3

C(s+D(Es+Ds s s+3 0 s+2
= y(t)=1+(2-67,)e” +(67,-3)e™”

o Nollat vaikuttavat eri tekijoiden kertoimiin. Kokeillaan erilaisia nollan arvoja ja
tarkastellaan miten askelvaste muuttuu.

7, saaarvot: —2,-1,-1,0,1,1,2

(vastaavat nollat ovat: 4,1,2,einollaa,-2,-1,—1)
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Nollat

o Nollat vaikuttavat vasteiden

alkukayttaytymiseen - ne 2 nolla vasemmassa puolitasossa
vastaavat vaikutukseltaan
alkuarvoja. 1
o Mikali systeemilla on yksikin
nolla oikeassa puolitasossa, 0
niin systeemi on ei-

minimivaiheinen ja 4
vastaavasti jos kaikki sen
nollat ovat vasemmassa ) ) ) ) )
puolitasossa (ja se on 0 1 2 3 4 5
viiveetdn), niin se on
minimivaiheinen.

o Nollat voivat kumota vastaavan navan ja samalla kyseisen kayttaytymisen
(esim. varahtelyn). On kuitenkin huomattava, etté epastabiilia napaa ja
kayttaytymista ei voida kompensoida ei-minimivaiheisella nollalla.

nolla oikeassa puolitasossa

A? Aalto-yliopisto
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Stabiilisuustestit

e Jos tunnetaan systeemin navat (nimittajapolynomin
nollakohdat), niin stabiilisuus on helppo todeta.

e Juuret voidaan maarittda numeerisesta polynomista iteratiivisilla
laskentarutiineilla (kuten komennot eig, roots tai pole MATLABIssa).

o Esim. polynomille s*+2s® +4s+10

roots([1 2 4 10])

ans = -2.2236
0.1118 + 2.1177i
0.1118 - 2.1177i

e Jos jokin polynomin kertoimista on nolla tai negatiivinen, niin polynomilla on
vahintaan yksi juuri imaginaariakselilla tai oikeassa puolitasossa.

e Jos polynomissa on mukana symbolisia parametreja ja tahdotaan ratkaista,
milld parametrien arvoilla systeemi on stabiili, niin juurien ratkaisu
numeerisesti ei enaad onnistu. Talldin voidaan kayttaa Routhin kaaviota.

Ao Aalto-yliopisto

Routhin kaavio

. -1 . .
o Polynomille a,s" +a,s"" +--+a,_,s+a, muodostetaan Routhin kaavio
seuraavasti:

n

S ao az a4 a6 a8

n—1

S 4 4 4 4 4y

n-2

K by, b, b, b

-3

s" by by b,

B -1 a, a, -1 a, da, -1 a, dg

s ¢ € ¢ by =— , b =— , b =—

s le e e a, |a; 4, a, |a, ds a, |4 4
1 3 G

77777777777777777777777; _-lja 4 _ -l as |

e ____C 1~ H 3 s 5 ’

R b, |by b, b, by b, by by b
0

L |z e A _—1|b, b, _—1[b, b
: A A A A A P

b |b b b |b b b |b b
lea
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Routhin kaavio

e Routhin kaavion ensimmaisessa sarakkeessa olevien merkinvaihtojen
lukumaara on samalla myos polynomin oikeassa puolitasossa olevien juurien
lukumaara.

e Jos systeemin karakteristinen polynomi sijoitetaan Routhin kaavioon, niin
systeemi on stabiili, jos ensimmaisessa sarakkeessa ei ole ainoatakaan
merkinvaihtoa.

o Jos kaaviota muodostettaessa sen ensimmaiseen sarakkeeseen tulee nolla,
niin sen tilalle kaavioon sijoitetaan pieni positiivinen luku ¢ ja jatketaan
kaavion muodostamista. Lopullisesta kaaviosta voidaan laskea
merkinvaihdot tutkimalla &:sta riippuvien termien raja-arvot, kun 0.

o Mikali kaavioon muodostuu koko rivi nollia, niin valittdmasti nollarivia
ylemmasta rivista voidaan muodostaa polynomi, jolla alkuperdinen polynomi
on jaollinen.

n 9 Aalto-yliopisto
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Esimerkit: Routhin kaavio

Esimerkit: Routhin kaavio

e Polynomit:
s +25* +4s+10 st 4457 + 657 +45+2
$S11 04 st 1 6 2
B 3

st]2..10 s 44

s -1 sS15 2

s |10 s |12is

s 2

Kaksi merkinvaihtoa 2—-1
ja-1-10 Ei merkinvaihtoja ensimmaisesséa
eli kaksi juurta oikeassa sarakkeessa
puolitasossa eli ei juuria oikeassa

puolitasossa

e Polynomi: ¢ 4 ¢> 42642

3 {
s |12

5 i Saadaan nollarivi, jolloin ylemmalta riviltd saadaan
sT )1 1_2 polynomi s> +2 jolla alkuperéinen polynomi on
;1' "i 6 jaollinen.
s’ ! Lasketaan téman polynomin derivaatta s:n suhteen

ja sijoitetaan se kaavioon ... ja jatketaan

d(sen=2s 5 |1]2
ds s 1i2
s1270
s’ Zi

Ei merkinvaihtoja, joten ei juuria oikeassa puolitasossa

9 Aalto-yliopisto
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Esimerkit: Routhin kaavio

Esimerkit: Routhin kaavio

o Polynomi: ¢* + 3% +46% +125+12

st 1 4 12 Ensimmaiseen sarakkeeseen tulee nolla,
3 : jolloin korvataan se pienella positiivisella
s 3 112 L . .
L R luvulla ¢ja jatketaan kaavion muodostamista
s 0—>¢ 12
: 4 ;
s' | (126-36)/ ¢ : st b4 12
—_——e e, e —— —_————— 3
s T s ] 312
i 126-36| s 0 12
£50 & - Sl —0
s' 12

kaksi merkinvaihtoa 0—-x ja -0—12
= kaksi juurta oikeassa puolitasossa

o Systeemia, jonka siirtofunktio on G(s) = %
saadetadn P-saatimella. " +4s"+5-6
e Milld Kp:n arvoilla séadetty +
jarjestelmé on stabiili? 4’?* Kr G(s)T—T*
KP
G __KGE) P4 +s5-6 _ Ky
ror(8) = = X == 3
1+ K,G(s) 1+ P S +4s" +5+(K,—06)
s +4s> +5-6
s 1 o]
52_ ___‘_‘___E_I{P_f_6 Stabiili, jos w_—KPZOjaKP—ézo
L 1T0-K, 4
ST =6<K,<10
| K,-6

9 Aalto-yliopisto
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Tilaesityksen navat ja nollat

e Kolmannella luennolla johdettiin siirtofunktion ja tilaesityksen

valinen muunnoskaava. 4
G(s)=C(sI-A) B+D

o Kaanteismatriisi lasketaan jakamalla liittomatriisi (adjoint) determinantilla.
G(s) Cadj(sI-A)B Cadj(sI— A)B+Ddet(sI-A)
S)= =

det(sI-A) det(sI-A)

Karakteristinen polynomi: det(sI-A)=0
Systeemin navat ovat polynomin:"det(sI— A)" juuret

Systeemin nollat ovat polynomin:" Cadj(sI— A)B + Ddet(sI— A)" juuret

o MIMO-systeemeilla karakteristisessa polynomissa on kaikkien systeemin
siirtofunktioiden navat ja osoittajapolynomista tulee polynomimatriisi, jossa on
kunkin siirtofunktion nollat erikseen - osa nollista ja navoista supistuu.

A? Aalto-yliopisto
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EsimerkkKi

. -1 2 0 1
x(t) = Ax(¢)+Bu(?) = { 0 3} x(t)+ {2 0} u(?)

y(@)=Cx()=[1 1]x(r)

o Maaritetdan systeemin navat ja nollat 1 )
s _
Karakteristinen yhtéils:  det(sI— A) = de‘{ 0 3i| =(s+1D)(s-3)=0
5—

Cadi(s1-A)B+Ddet(s1-A)=[1 1Jag|* " Z|° !
adj( s et s adj 0 =312 o

N 1]{”?;3 SiJB (1)}:[2(“3) s-3]

2(s+3) s—3 }:[ 2(s+3) 1}

(s+1)(s=3) (s+D(s=3)]| [(s+D(s-3) s+1

= G(s):[

o Systeemilld on kaksi napaa (-1 ja 3) seka yksi nolla (-3)

Ao Aalto-yliopisto
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Tutkitaan saadetyn jarjestelman kayttaytymista saatimen (P-saadin)
eri virityksilla. i

s+2 542 4?—> K»r G(s) -

G(s)=——
o Saatamaton prosessi on epastabiili

s —s  s(s=1)

Step Response

30 Saadetylle jarjestelmalle
Saatamaton
o 20|  prosessi K,G(s) K,(s+2)
El Gror(s)= =
g 1+ K,G(s) s —s+K,(s+2)
< L K(5+2)
0 s’ +(K,—1s+2K,
0 0.5 1 15 2 25

Ao Aalto-yliopisto
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

Saadetyn jarjestelman karakteristinen yhtalé s + (K, —1)s +2K, =0
Saadetyn jarjestelman navat (toisen asteen yhtalon ratkaisu):
K,—1 _+JK;—10K,+1
Sp12 =" t
2 2
Saadetty jarjestelma ei varahtele, kun navat ovat reaalisia
K} =10K,+120 = (K,-5+2V6)(K,-5-216)>0

= K,<5-2J6~0.1010 tai K,>5+26~9.8990
Saadetty jarjestelma on stabiili, kun navat ovat vasemmassa
puolitasossa
K,>20 ja K,-120 = K,2>1
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

o Maaritetdan navat ja piirretaadn saadetyn jarjestelman napa-
nollakuviot muutamalla eri K,:n arvolla

Pole-Zero Map Pole-Zero Map Pole-Zero Map
1 1 X . <
05 0.5 !
) KP = 0.05 KP =0.5 2 45 KP =1
{ { L e
i ® R O
H g § 05
= .05 = .05 R
15 X
4 4 X
2 -1 0 1 -2 -1 0 1 2 15 1 05 0
- Pole-Zero Map - -
Pole-Zero Map
2 X 1
1 -
) KP =2
% 051 kp =10
> £
IO
P xXx @
E ?
= 05
2 X
2 15 -1 05 0 1
- . 6 -4 2 0

Ao Aalto-yliopisto
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Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

o Vastaavat askelvasteet ovat:

Step Response

Amplitude

. . . .
2 4 6 8 10
Time (sec)

Amplitude

Step Response

A

KP =0.05

20

WPOS

KP =2

4 6 8 10
Time (sec)

Ao Aalto-yliopisto

Esimerkki: saadetyn jarjestelman kayttaytyminen

e Taman perusteella voidaan todeta saadetylle jarjestelmalle

K,<5- 26, Vaste on virihtelemiton ja epéstabiili

5-2J6 <K » <1, Vaste on amplitudiltaan kasvavaa, epistabillia vardhtelya
K, =1, Vaste on harmonista virdhtelya

1<K, <5+ 2\/8 , Vaste on vaimenevaa, stabiilia vérdhtelyé (alivaimennettu)

K,=5+ 276 , Vaste on virdhtelemiton ja stabiili (kriittisesti vaimennettu)

K,>5+ 2.6 , Vaste on virdhtelemiton ja stabiili (ylivaimennettu)

Ao Aalto-yliopisto
n

Yleiset siirtofunktiomallit: 1. kertaluku

e 1. kertaluvun dynamiikka

o Differentiaaliyhtald ja siirtofunktio:

e K on systeemin vahvistus
o zon systeemin aikavakio

Ty(1)+ y(1) = Ku(t)

A Im
>0 =>
Stabiili

Re
—%——>

-1/7

G(s)=i
7s+1

Impulssivaste:

Askelvas

<0 =>
Epastabiili

t

K =
yit)y=—er
T

te:  y()= K[l - e;j

A,

Re

-1/7
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Yleiset siirtofunktiomallit: 1. kertaluku

Kit |f--- .- -------------------------- L R R T
7> 0__ _=> Impulssivaste i ] B G
Stabiili ' ,
e (K /1) -1 """"""""""""" 1 Askelvaste
0 0
t t
T 0 7
0 -7 0 -T
<0 => ' t
Epastabiili 0 ; 0
Kl f---- ~ -------------------- g
i Impulssivaste (1-g)K |----p--mmmeees R,
-0 ) oY TR SR, i anamieon agel i Askelvaste

Ao Aalto-yliopisto
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

e 2. kertaluvun varahteleva dynamiikka (kompleksiset navat)
° Dlﬁerentlaallyhtal9ja surt.ofunktlo: (1) +2¢w, ¥(t) + wfy(t) _ Ka)ju(t)
o K on systeemin vahvistus
2
e @, on systeemin ominaistaajuus (w, > 0) G(s) = Ko,
s’ +2lws+ @)

e ¢on systeemin vaimennussuhde (-1 > > 1)

Kw _ .
Impulssivaste: )=—+II=¢ 4’”"’(sm(co N 2t))

Askelvaste:  y(t) = K[l —e ! [cos(wn«ll—gzt)+ \/1{7 sin(a)nxll—.{zt)]]

_ K(l— \/1_17 oot (Sin(wn\/ﬁt%cos’1 (C))J

Ao Aalto-yliopisto
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

Navat: Alm Am
X--T gam/l_gz i X
SPlz_a)n;ernVl_é,zi : \\ﬁ)n
’ — ! Re ¢=cos(@) N\ Re
SP,Z = _wné,_wn 1_421 I ; ar\ >
_é?rv”
0>¢>1 = :
Stabiil X--T Conl-£7i x
Ay A
—omlI= & i]---% /)(
| = COos “ry
i Re J (02( / Re
1 [ T [
4>¢>0=> i
Epastabiili Com /1_42 il---% X

Ao Aalto-yliopisto
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

0 Impulssivaste

0>é’>1 =>

o
Stabiili [

(o
1+ ey
)

¥ k|- L et |

; h_;—.'
{10 Askelvaste 1

0

Impulssivaste t 0 Askelvaste t

-1 >é’>0=> Kl1+ 1 ‘e-e'a.x] ,/

-- e gz
Epéstabiili S
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

e 2. kertaluvun varahtelematon dynamiikka (reaaliset navat)
Differentiaaliyhtald ja siirtofunktio: - .
) ynools s IO+ (7, + 1) (0 + (1) = Ku(1)
e K on systeemin vahvistus
e 7, ja 7, ovat systeemin aikavakiot (7; # 7, ) G(s) = K

t t
K | = =
e —en

LT

_t _t
Askelvaste:  y(¢) =K[1— ! [Tze " —7e " ]J
LT

e Luonnollisesti varahtelevat systeemit voidaan myés formuloida tdhan
mallirakenteeseen, mutta silloin aikavakiot ovat kompleksisia — Toisaalta
varahtelemattomat systeemit voidaan formuloida kayttaen
vaimennussuhdetta ja ominaistaajuutta, mutta talléin vaimennussuhteen
itseisarvo on ykkosta suurempi (ylivaimennettu systeemi)

Impulssivaste: y(¢) =

B (s +D(z,s+1)
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Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

Navat: ImA
1 7, 5>0
Sp1 =" => Stabiili
T] Re
1
§ = -1/z, Uz,
P2
[P
ImAN ImAN
7, <0taiz, <0
=> Epastabiili Re Re
—X %> —
-1/7 -1/, Fl/z, -1/7,

Ao Aalto-yliopisto
n

Yleiset siirtofunktiomallit: 2. kertaluku

Impulssivaste | K [----------=smomooooosee

7, 5,>0
=> Stabiili

Askelvaste |

Impulssivaste Askelvaste
7,<0taiz, <0
=> Epastabiili

Ao Aalto-yliopisto
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Korkeamman kertaluvun mallit

o Korkeamman kertaluvun mallit voidaan koota
yksinkertaisista 1. ja 2. kertaluvun elementeista

o Tiedetaan, etta vaste on kaikkien elementtien painotettu summa (lahella
imaginaariakselia olevat navat ja nollat dominoivat kayttaytymista, jolleivat
napa-nollaparit kumoa toistensa vaikutuksia)

e Tarkastellaan kolmannen kertaluvun varahtelevaa systeemia
Ko?
G(s)= g

C(zs+)(s* +2w,5 + @)

e Taman jarjestelman kayttaytyminen on painotettu summa toisen kertaluvun
kayttaytymisesta ja ensimmaisen kertaluvun kayttaytymisesta.

K &? A B
G(s) = , N s +C

C (rs+1)(s> +2bw,5+ @) Ts+l s+ 2bw,s + @)
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Korkeamman kertaluvun mallit

e Alla on systeemin napa-nollakuviot ja askelvasteet erailla
parametriarvoilla

Alm A,
X X 2 2
Re Re 15/\W\/W 12 b)
— x> —x——b> 1 .
0.5
y a) y ) . a) -z r ‘
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
A Im A n 20 200
X 15 150 d)
Re Re ° 100
— X—» 5 50
) d 9 7
x x 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

A Aalto-yliopisto
| |

Yksinkertaisten systeemien vasteita

Ks

E K
Ky rs+1

Impulssivaste

Askelvaste

|
v

— N
/a

A Aalto-yliopisto
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>0, K>0,0<d <], o, %0

Yksinkertaisten systeemien vasteita

K Ks K
s(zs+1) m+1 (rs+D)(z,5+1)
Z
2
w2
2
2,
&
2
wn
<
=
o]
-4
w0
<

>0, K>0,0<d <], w,#0
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Yksinkertaisten systeemien vasteita

Impulssivaste

Kw? Ka&? K
(s +D)(r,s+1) (735 +1)

Askelvaste

-
jn~

s*+20w,s + o)
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7>0,K>0,0<¢ <1, @, #0




Yksinkertaisten systeemien vasteita

K K0)2

n

s =2ws+w;

Impulssivaste

Askelvaste

A’ Aalto-yliopisto T> O, K> O, 0< é/ < 1, w, #0




