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TEHTAVA J1 Piirra kayra
2+1 t

r(t) = i+ j
W=ttt 1)
ja madarita sen (suoraviivaiset) asymptootit sekad pisteet, joissa tan-
gentti on vaaka- tai pystysuora.
Ratkaisu: Asymptootitz =1,y =1,y=1;
pystysuora tangentti pisteissé (1 (v2 — 1), —-1/v?2), (—3(vV2+1),1/V?2).

RATKAISU Suoraviivaiset asymptootit ovat suoria, joita kdyra r 14-
hestyy, kun ||r(¢)|| — co. Koska koordinaattifunktiot

2 4+1 t

x(t) = =0 ja y(t) = 1

ovat rationaalifunktioita, voidaan rajoittaa tarkastelu parametrin ¢ ar-
voihin, joilla ainakin toisen koordinaattifunktion nimitt4ja kasvaa ra-

jatta tai eseittaja lihestyy nollaa. osoittaja
nimittaja = . :
e Havaitaan, ettd lim; .+ xz(t) = —oc ja lim;_,;- z(t) = oo. Toisaalta

. . t 1
fmy() =limi=7 =5

Nain ollen yksi kdyrian asymptooteista on y = 1/2.

e Vastaavasti havaitaan, etta lim, , |+ y(t) = oo, lim; , ;- y(t) = —oc0
ja
. . P41 1
t1—1>r£11x(t) N t1—1>I£11 41—1t) 4

Siten kayralla on myos asymptootti x = 1/4.




e Lisdksi lim; o, x(t) = —oc ja lim,, ., 2(t) = oo. Toisaalta

. . 1
tgglooy@) o tlg:noo 1+ 1/t o

joten myos suora y = 1 on kdyran asymptootti.

Kayralla on pystysuora tangentti ainoastaan pisteissé, joissa z'(t) = 0
ja y'(t) # 0. Ratkaistaan tangenttivektorin z-komponentin nollakoh-
dat:

—t24+2t+1
"= ——" =0 —t24+2t+1=0
2'(t) 11— 1) + 2t +

o t=1+V2

Toisaalta y-komponentin derivaatta

J(t) = s £ 0

(t+1)2
kaikilla parametrin ¢ arvoilla. Ndin ollen kayralla on pystysuorat tan-
gentit pisteissa

14+ V2) = —5(VE+ i+ ]

ja
1 ] 1.

Vastaavasti vaakasuoran tangentin olemassaolo edellyttaisi, etta v/ (t) =
0. Kuitenkin jo edella havaittiin, ettei tdmaé toteudu millaéan paramet-
rin ¢ arvoista. Tasta seuraa, ettei kayralla voi olla vaakasuoria tan-
gentteja.

Piirto esim. Maple:

plot([(t~2+1)/(4(1-t)), t/(t+1), t = -infinity..infinity])



TEHTAVA J2

a) Laske pituus ruuviviivankaarelle r(t) = acosti + asintj + btk,
t €0, 27].

b) Johda ellipsin kehén pituudelle lauseke

2
a V1 —e2cos?tdt,

0

missé a on ellipsin ison akselin puolikas ja e¢ eksentrisyys. Inte-
graalia ei voida laskea alkeisfunktioiden avulla.

Ratkaisu: a) 27va2 + b2.
RATKAISU
a) Tangenttivektoriksi saadaan
r'(t) = —asinti+acostj+ bk

ja talle normi

X' (t)|| = \/(—asint)2 + (acost)? + b2 = \/aQ(singt + cos?t) + b2

=Va?+ b

Kaarenpituus on siten
2m 2w
e:/ Hr’(t)Hdt:/ VEFRdt = 2e/E .
0 0

b) Ellipsilla, jonka polttopisteet ovat z-akselilla, on parametrisointi
r(t) = acosti+ bsintj, kunt € [0,27],!

Lisiksi ellipsin eksentrisyydelle péitee?

[ b2 b2
e = 1——220;»—2:1—62.
a a

IT4ssd a on puolet ellipsin isoakselin pituudesta ja b puolet pikkuakselin pituu-
desta.

2Voi toki halutessaan myos johtaa: Eksentrisyys mééritellasn ellipsin polttopis-
teiden vilisen etdisyyden suhteena isoakselin pituuteen.




Ratkaistaan ensin tangenttivektorin normi:

r'(t) = —asinti+ bcostj
=|t'(t)|| = Va%sin 2t + b2 cos? t

= a\/sin2 t+ (b?/a?) cos®t

= a\/sin2t+ (1 —e?)cos?t

=aV1—e2cos?t.

Siten ellipsin kaarenpituus on

2 2
(= / I ()] dt = / VT ool dt
0 0



