TEHTAVA V1 Maarita pisteen a) (2,3,6), b) (3,3,1) kautta kulkeva
pinnan z = zy normaali.

Ratkaisu: a) r = 2i+3j+6k+¢(3i+2j—k), lisdksi kaksi muuta, b) kolme ratkaisua; r =
i+2j+2k+1(2i4j—k), r = 2i+j+2k+t(i+2j—k), r = /3i+ V/3j+ ¢k +t(/3i+/3j—k)

RATRAISU Merkitadn z = f(z,y) = zy. Ratkaistaan aluksi pinnan
normaalivektori:

N = fo(z,9)i+ fy(z,y)j —k=yi+zj -k
Toisaalta pinnan normaalit voidaan méaaritella kaavalla
Iy + tN(ZE, y)

missd ro = zi + yj + f(x,y)k jat € R. Nédin ollen normaalit ovat tassa
tapauksessa muotoa

ri+yj+ayk +tlyi+zj—k) = (x —ty)i+ (y + tx)j + (zy — t)k.

Seuraavaksi tdytyy maarittda parametrien x,y ja ¢ arvot, joilla nor-
maalit kulkevat annettujen pisteiden kautta.

a) Kaikki kolme normaalia voitaisiin nyt ratkaista yhtaloryhmasta

T4ty =2
y+tr=3
zy—t=206

Tassa kuitenkin helpottaa huomattavasti havaita, etta piste (2, 3, 6)
on pinnalla z = zy, joten yksi yhtaloryhméan ratkaisu taytyy olla
t =0,z = 2 jay = 3. Siten yksi pisteen (2,3,6) kautta kulkeva
pinnan normaali on

r =zi+ yj+ xyk + t(yi + xj — k)
— 2i 4 3j + 6k + £(3j + 2j — k)
b) Vastaavasti tdssa saadaan yhtaloryhma

r+ty=3
y+tr=3
zy—t=1



Viimeisestd yhtalosta seuraa t = zy — 1 ja talloin ensimmaéisesta
ja toisesta yhtalostd saadaan

y+itr=x+ty
y+(y—Dz=z+(zy—1)y
y+aty—z=x+zy’—y
iy — 22+ 2y — 2y =0
ry(r —y) —2(x —y) =0

(z —y)(zy —2) = 0.

(1 R

Naiin ollen joko x = y tai xy = 2. Tarkastellaan tapauksittain:

— Tapaus xy = 2: Nyt t =1,y = 2/x ja

x+ty:3:x+§:3:x2—3x—|—2:($—2)(m—1)20
Sr=1tair =2
Joten ratkaisuiksi saadaan (z,y) = (2,1) ja (z,y) = (1, 2).
— Tapaus z = y: Nyt t =22 — 1 ja
t4+ty=3=az+ @ -z=a>=3=2=3.

Pisteen (3, 3, 1) kautta kulkevat pinnan normaalit ovat siten
r=i+2j+2k+t2i+j—k),
r=2i+j+2k+t(i+2j—k)

ja

r = V/3i+ V/3j 4+ VOk + t(V/3i + V/3j — k).



