TEHTAVA V1 Suuntaissdrmion sarmien pituuksien summa olkoon
12a. Maarita sdrmion suurin mahdollinen tilavuus.

Ratkaisu: o°.

RATKAISU

X

Tarkastellaan kuvanmukaista suuntaissdrmioti, jonka sarmien pituu-
det ovat z > 0,y > 0 ja z > 0. S4rmien z ja z vilinen terdva (tai suora)
kulma 0 < a < 7/2 ja sédrmien z ja y vélinen terava (tai suora) kulma
0 < 8 < m/2. Talloin sarmista = ja 2 muodostuvan tahkon pinta-ala on

A =uzzsina
ja tata tahkoa vastaan sarmion korkeus on puolestaan
h = ysin f.
Sarmion tilavuus on siis
V = Ah = xyzsinasin .

Toisaalta rajoite-ehto, joka tdssa tapauksessa on 4z + 4y + 4z = 12, ei
riipu kulmista « ja 5. Voidaan néin ollen aloittaa maksimomalla tila-
vuuden lauseke kulmien suhteen kiinnittamalla =,y ja z ja etsimalla
gradientin

xyz cosasin B

xyzsin a cos

VQ,BV ~ {



kriittiset pisteet. Koska z,y, z > 0, niin kriittisissa pisteissa
cosasinff =0
{sinacosﬁ = 0.
Nain ollen on oltava
sinf=0 = cosf#0 = sina =0,
elia=73=0({V =0, minimi) tai
cosa =0 = sina#0 = cosf =0,

eli « = p = 7/2 (maksimi). Toisin sanoen tilavuus on suurin, kun ky-
seessé on suorakulmainen sdrmio!

Edellisen péaattelyn nojalla voidaan siis maksimoida funktiota
V(z,y,z) = zyz
annetulla rajoite-ehdolla, joka voidaan nyt kirjoittaa muodossa
g(x,y,z) =4x + 4y + 4z — 12a = 0.
Talloin Lagrangen funktioksi saadaan
L(z,y,z) = f(x,y,2) + Ag(z,y,2) = zyz + A4z + 4y + 42 — 12a)

ja siten funktion kriittiset pisteet ratkeavat yhtaloryhmaéasta

L(x y,2) =yz + 4\ =0
L,(z,y,z) =xz+ 4\ =0
L.(z,y,2) =2y + 4\ =0

Ly(z,y,2) =4a+4y + 4z —12a =0.

Yhdistamailla ensimmaéiset kolme yhtaloa havaitaan, etta
yz = xz = 2Y.

Talloin ainakin kahden muuttujista taytyy olla nollia (esim. x = 0 =
yz = 0) tai sitten on oltava r = y = z. Ensimmadisessa tapauksessa
saadaan tietysti minimi V' = 0, joten jatketaan tarkastelemaan jal-
kimmaista tapausta. Sijoittamalla y = x ja z = 2 viimeiseen yht&loon
saadaan

dr+4y+4z—12a=12x —12a =0 = z=a = y=a ja z=a.

Siten sarmion suurin mahdollinen tilavuus on V = a?.

Huom. Gradientilla Vg ei ole tdssd tapauksessa tarkasteltavia nolla-
kohtia.



TEHTAVA V2 Maiérita funktion f(x,vy, 2) = 23+ y* + 2® suurin ja pienin
arvo tason x + y + z = 3 ja pallon 22 + y? + 2% = 27 leikkausympyralla.

Ratkaisu: Maksimi 123, minimi 27.

RATKAISU Téassa saadaan kaksi sidosehtoa

g(z,y,2) =x+y+2—-3=0
h(z,y,2) =2* +y> + 22 =27 =0

ja Lagrangen funktio

L(z,y,z, A\ p) = f(x,y,2) + Ag(x, y, 2) + Ah(2,y, 2)
=P BNy 2= 3) F ol 4yt 22— 27).

Ratkaistaan kriittiset pisteet:

(Lo (z,y, 2, \ 1) = 32% + 2uz + A =0
Ly(z,y,2, A\ 1) = 3y* 4+ 2y + A =0
L.(z,y,2,\, 1) = 322 +2uz + =0
L(x,y,z,\,p) =0+y+2—3 =0

(Ia(2, 9,2, 1) = 2° +y* + 2 =27 =0,

Kolmesta ensimmaéisestd yhtalosta ndhdaéan, etta ratkaisujen z,y ja 2
taytyy toteuttaa tismalleen sama toisen asteen yhtilo. Toisaalta tal-
laisella yhtalolla on tunnetusti korkeintaan kaksi reaalista ratkaisua!
Naiin ollen on joko oltava x = y = z (yksi ratkaisu) tai sitten yhden
kolmesta koordinaatista on oltava erisuuri kuin kaksi muuta (kaksi
ratkaisua). Tarkastellaan tapauksittain:

(i) Jos x = y = z, niin yhtadloryhméan kahdesta alimmasta yhtalosta
seuraa

{x+y+z—3:3x—320:>x:1
24y 2 - 24=322-21=0= 2 =3,
mika on ristiriita. Nain ollen koordinaatit eivit voi olla samat.
(ii) Jos taas esimerkiksi z = y # z, niin
r+y+z—3=2r+2—-3=0=2=3—-22

ja sijoittamalla edelleen alimpaan yht4l6on seuraa talloin

B+t + 22 —2T=222+ (3—-22)* —27=6(z + 1)(z — 3) =0



=>z=—-1=2=5 tai z=3=2=-3.

Loydettiin siis nollakohdat (—1,—1,5) ja (3,3, —3). Toisaalta, jos
valitaan x # y = z tai x = z # y, niin vastaavasti saadaan ratkai-
sut (5,—1,-1),(-3,3,3)ja (—1,5,—-1),(3,—,3,3).

Osoittautuu, ettd funktion arvot ovat samat kaikissa pisteista
(3,3,-3),(—3,3,3) ja (3, —, 3,3), jolloin

f(3,3,-3)=3%+3" 4 (—3)> =27

Samoin kay myos pisteilla (-1, —-1,5), (5,—1,—1)ja(—1,5,—1). Tal-
16in

f(=1,-1,5) = (=1)° + (=1)* + 5° = 123.
Lisaksi gradientilla Vg ei ole nollakohtia ja VA = 0 ainoastaan

origossa, joka ei kuitenkaan tayta vaadittuja sidosehtoja. Siten
funktion maksimi annetussa joukossa on 123 ja minimi 27.



