
TEHTÄVÄ V1 Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat xy-tason
yläpuolella pinnat

z = x2 � y2, x2 + y2 = 1, z = 0.

Ratkaisu:
1
2 .

RATKAISU Kappaletta rajaa siis yläpuolelta hyperbolinen paraboloidi
z = x2 � y2 ja alapuolelta xy-taso z = 0. Lisäksi se on rajattu lieriön
x2 + y2 = 1 sisäpuolelle. Nämä ehdot toteuttava joukko on

A = {(x, y, z) | 0  z  x2 � y2, 0  x2 + y2  1}.

Vaihdetaan taas sylinterikoordinaatteihin

x = r cos', y = r sin' ja z = z.

Tällöin paraboloidi määrää muuttujan z integroimisrajoiksi

0  z  x2 � y2 = r2(cos2 '� sin2 ') = r2(1� 2 sin2 '),

mutta toisaalta tästä myös havaitaan, että
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Lisäksi sylinteripinta antaa rajat radiaaliselle komponentille:

0  x2 + y2  1 ) 0  r2  1.

Symmetrian nojalla riittää laskea tilavuus, kun kiertokulma 0  ' 
⇡/4. Tällöin tulos on neljäsosa koko kappaleen tilavuudesta. Saadaan
siten
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Milli muuttujenvaihdolle scadoan
snorchnlmainen (50 . tulomuctoinen) alre ?

Tektron sis knteinen (kurssimeteri
calisse on esimerkbi).

E u(x,y) = ... s
.e. (n ,v) -> [a , b] x [c ,d]

V(x ,y) = ...

Miten ihmees oibern valinnen voi tehde ?
Muntluria sureita ei de kuin

(i) x + 4y2 joba sea arvaja valilli [0 ,4]
(ii) y

= x
,
valiti [0 , 1]6X eli

mys subde y/ saa arvoja ko . volilti
Cajatellan , ett y =0 ennen kuin

x=0
, jolloin ristirited ei synnyl



Onlin sis Lonnolliste valite

E u(x ,y) = x
+ 4y2 - [0 ,4]

v(x
, y) = y/x -> [0 , 1]
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Koske hatuamme knteskurankren
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