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Luku 7: Taajuusanalyysi
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Lukuohje

* Taajuusvasteen kisite ja laskeminen siirtofunktiosta

* Vahvistus ja vaihe kulmataajuuden funktiona

* Boden ja Nyquistin diagrammit

* Vahvistus- ja vaihevarat sekd niiden méarittiminen yo.
diagrammeista

* Nyquistin stabiilisuuslause
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Taajuusanalyysi

e Aikaisemmilla luennoilla on tarkasteltu systeemien kayttaytymista
aikatasossa (differentiaaliyhtalot, heratteet ja vasteet) tai Laplace-tasossa
(napa-nollakuviot, karakteristinen yhtalod, siirtofunktiomallit)

e Talla luennolla tutkitaan systeemien kayttaytymista taajuustasossa.

e Taman kurssin puitteissa keskitytdan sinimuotoisen varahtelyn muuttumiseen
sen kulkiessa dynaamisen systeemin lapi, mutta samat yleiset periaatteet
tulevat patemaan myos muille deterministisille signaaleille ja kohinalle.

o Viiveiden kasittely on taajuustasossa hyvin yksinkertaista. Esimerkiksi
viiveellisten systeemien stabiiliustarkastelu on helpointa tehda
taajuustasossa.

e Taajuusanalyysiin perustuvat saatimet (vaiheen johto- ja jattopiirit) perustuvat
avoimen silmukan taajuuskarakteristikan modifiointiin halutuilla taajuuksilla.

e Epalineaarisille ja MIMO-systeemeille on kehitetty taajuusanalyysiin
perustuvia sdatdésuunnittelumenetelmia.
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

e Linjalta valmistuvan tuotteen ominaisuudet (pitoisuus Cy(?)) vaihtelevat,
joten tuotantolinjan loppuun on asennettu laaduntasaussailié
(ideaalisekoitin), jossa parempi- ja huonompilaatuiset jakeet sekoitetaan
tuotekriteerit tayttavaksi lopulliseksi tuotteeksi (pitoisuus C(¢))

o Tutkitaan laaduntasaussailion taajuusominaisuuksia
e Systeemin malli:

. F Co(2)
VC(t)=FCy(t)- FC(t) ﬂ
— G(s)= C(s) _ 1 _ 1 /
C,(s) Ls+1 s+l
e Herate on nyt sinimuotoista varahtelya: 14 C:é)
C, (1) =u(t) = 4, sin(er) ()
Ao

= U(s)=L{u@®)}= R F \l/ ()]
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

e Vaste:

Y(s) = G(s)U(s) = 4,0

(rs+1)(s* + @)

A -
= C()=y()=L"{Y(s)} =——| twe  +sin(wr)— 1w cos(wr)
1+ (zw)
e Trigonometriasta tiedetaan, etta

asina +bcosa =+a’ +b’ sin(a +arctan(b/a))

e Talldin saadaan vasteelle:
t

o _Agwe 4,
C(t)—y(t)—1+(rw)2 +\/1+(m))2

e Vaste muodostuu alkutransientista (ajan funktiona eksponentiaalisesti
katoava osuus) ja jatkuvuustilan vasteesta (sinimuotoista varahtelya).

sin(wt —arctan(zw)) = y, (1) + y(t)

Ao Aalto-yliopisto
n

Esimerkki: Laaduntasaussailio

1
0.5 0.1
0
0
0.5
Ay 01 Y
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 s

e Kun herate on sinimuotoista varahtelya, niin jatkuvuustilan vaste on myos
sinimuotoista varahtelya, jolla on sama taajuus kuin heratteella, mutta eri
amplitudi 4, ja vaihesiirto ¢.

y(t)= ﬁsin(wt —arctan(rw)) = A4, sin(wt + @)

o Nahdaan, etta vasteen amplitudi ja vaihesiirto ovat taajuuden funktioita
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

o Matalilla taajuuksilla vaste lahestyy heratetta ja korkeilla taajuuksilla nolla-
amplitudista signaalia, jonka vaihe-ero on -7/2 (-90°).

A A
lim{A4 {=lim{—=2—=4, lim{4 {=lm{—=—"=0
m~>0{ )} mao{ ,1_‘_(1_0))2} mew{ y} maw{ ’1+(T0))2}
Llil’(l){¢)} =lim {arctan(zw)} =0, lim {o}= lim {arctan(rw)} = £
e Oletetaan, etta hairiét iimenevat taajuudella 1 (rad/s) virtauksen F ollessa 2

m3/s. Kuinka suuri laaduntasaussailio tarvitaan vaimentamaan hairiét
puoleen, kymmenesosaan tai sadasosaan?

Amplitudisuhde 4 = i = ! = !

4, 14wy 1+ o)
A=05w=1,F=2 = V=2J3~35(m)
A=0lLw=1,F=2 = V=2499~199(m’)
A=00L,w=1,F=2 = ¥V =249999 ~200.0 (m’)
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

1

e Annetaan aikavakiolle arvo yksi ja simuloidaan sailion o5 T
kayttaytymista eri signaaleilla. 0
« Sinimuotoisella signaalilla kayttaytyminen 0.5 “
taajuustasossa noudattaa maaritettya vastetta, - \
mutta muillakin signaaleilla saadaan vastaavia 0 %0 100
tuloksia ; e
o Laaduntasaussailio suodattaa 0.5
signaalista korkeat o| ) ‘ 0
taajuudet. 05 0.5
1 -1

taajuus 0.1 -
0 50 100 0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5
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Fourier-muunnos ja taajuusvaste

e Taajuusfunktio saadaan muodostettua Fourier-muunnoksen avulla, joka on
hyvin samankaltainen kuin Laplace-muunnos.

Laplace-muunnos: F(s)=L{f (1)} = T f(He™dt

Fourier-muunnos: F(jw)= T{f(t)} - T f(t)eij‘"’dt

e Jos funktio f(r) on maéaritelty ainoastaan nollahetkesta eteenpain (¢ > 0), kuten
systeemi- ja saatotekniikassa tavallisesti on, niin Fourier ja Laplace-
muunnokset yhtyvat. Talldin systeemin taajuusvaste F(w) saadaan
siirtofunktiosta yksinkertaisesti sijoittamalla Laplace-muuttujan s tilalle jo (f on
imaginaariyksikkd. Taajuusanalyysissa kaytetaan tavallisesti i:n sijasta j:t3).

Y(jo)
U(jo)

Taajuusvaste: F(w)=G(jo) =
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Taajuusvaste

e Systeemin taajuusvaste on kompleksiluku ja se voidaan aina esittéa
muodossa, jossa reaali- ja imagindariosat ovat erillaan:

F(w)=G(jo)=Re{G(jo)} + j-Im{G(jw)} = z=R+j-X
o Yleisesti kompleksiluvun itseisarvo kuvaa vektorin pituutta ja napakulma
kulmaa positiivisen reaaliakselin suhteen.

|z|=VR*+X? n=0, R>0
{4{2}:arctan(X/R)+mr’ { R<0
e Taajuusanalyysissa systeemin amplitudisuhde 4 saadaan systeemia
kuvaavan taajuusvasteen itseisarvosta ja vaihe-ero ¢ napakulmasta
A="/ =| G(j@) | = |Re{G(j@)} +1m{G(jo)}’ {n =0, Re{G(jw)}>0
9 =2{G(jw)} =arctan(Im{G(jw)} /Re{G(jw)})+ nr (n=1 Re{G(jw)}<0
e Vaihe-eron laskemisessa on huomioitava, etta reaali- ja imaginaariosien

etumerkit saattavat kumota toisensa, joten se, missd kompleksitason
neljanneksessa vektori sijaitsee, on tarkistettava erikseen.

n=1,
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

e Lasketaan nyt taajuusvaste laaduntasaussailidlle
G(s)=

rs+1

I Tjo—1 _ 1w
tjo+l (tjor)rjo-1) oy +1 () +1
e Laaduntasaussailion amplitudisuhde 4 ja vaihe-ero ¢ ovat:

= Flo)=G(jo)=

. _ [ (ro)’ 1
A="/ =|G = -
7u=|60e] \}((fa))2 + 1)2 i ((roy +l)2 J@w) +1

_ L —T@ 1 _
¢ =2{G(jw)}= arctan((m))2 +1/(ra))2 N 1) = —arctan(zw)

e Saadaan samat tulokset kuin laskemalla suoraan aikatason vasteesta
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Taajuusvasteen graafiset esitykset

e Taajuusvaste voidaan maarittaa teoreettisesti siirtofunktion perusteella (kuten
edellisessa esimerkissa) tai kokeellisesti syottamalla tutkittavaan systeemiin
sinimuotoista heratetta ja mittaamalla vasteen amplitudisuhde seka vaihe-ero
eri taajuuksilla.

e Taajuusvasteelle kaytetaan kolmea erilaista graafista esitystapaa

o Boden diagrammi

e Amplitudisuhde (tavallisesti desibeleina) taajuuden funktiona ja

vaihe-ero (tavallisesti asteina) taajuuden funktiona eri kayrissa.
» Nyquistin diagrammi (polaaridiagrammi)

e Systeemin taajuusvaste kompleksitasossa taajuuden muuttuessa
nollasta aarettémaan (tai negatiivisesta aarettomyydesta
positiiviseen aarettdbmyyteen).

« Nicholsin kartta

e Systeemin amplitudisuhde (tavallisesti desibeleina) vaihe-eron

(tavallisesti asteina) funktiona.
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

Esimerkki: Laaduntasaussailio

o Piirretdan laaduntasaussailion taajuusvasteen graafiset diagrammit, kun
aikavakio 7= 1.

®
@* +1

F(w)=G(jo)= PR

A=|G(jo)|= Ay =20-log,,(4) dB

1
Vo' +1 ’

¢ = 2{G(jw)} =—arctan(w)

» Boden diagrammi esitetaan tavallisesti logaritmisella asteikolla, joten
valitaan mielenkiintoisiksi taajuuksiksi riittdvan pienia ja suuria taajuuksia,
toisaalta Nyquistin diagrammi piirretdan ei-logaritmisella asteikolla, joten
valitaan taajuuksia myos aikavakion (1) molemmilta puolilta ei-
logaritmisesti.

o Tulokset halutuilla taajuuksilla on esitetty oheisessa taulukossa

o Re{G(jw)} Im{G(jw)} A A/dB @plrad @/deg
0 1,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00
0,001 1,00 0,00 1,00 0,00 -0,00 -0,06
0,1 0,99 -0,10 1,00 -0,04 -0,10 -5,71
0,5 0,80 -0,40 0,89 -0,97 -0,46 -26,57
1 0,50 -0,50 0,71 -3,01 -0,79 -45,00
2 0,20 -0,40 0,45 -6,99 -1,1 -63,43
5 0,04 -0,19 0,20 -14,15 -1,37 -78,69
10 0,01 -0,10 0,10 -20,04 -1,47 -84,29
100 0,00 -0,01 0,01 -40,00 -1,56 -89,43
1000 0,00 0,00 0,00 -60,00 -1,57 -89,94
10000 0,00 0,00 0,00 -80,00 -1,57 -89,99
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Esimerkki: Laaduntasaussailio

Esimerkki: Laaduntasaussailio

¢ Hahmotellaan Boden diagrammi

Bode Diagram

0
TP
g 10 -~
Yy e
g 20
2
2 -30
=
-40
107 10" 10° 10' 10°
Frequency (rad/sec)
0 =
S —
g -20 ]
o -40 N
g 60
T N
-80 HF—
10? 10" 10° 10’ 10°

e Hahmotellaan Nyquistin diagrammi

Nyquist Diagram

-0.2 -

-0.3 ¢ R

Imaginary Axis

04 i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Real Axis
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Esimerkki: Laaduntasaussailio Taajuusvasteen graafiset esitykset

e Hahmotellaan Nicholsin kartta e Boden ja Nyquistin diagrammit seka Nicholsin kartta
Neral Gran | kuvaavat kaikki systeemin taajuusvastetta, mutta kukin
graafisista esityksista on kehitetty erilaisiin tarpeisiin

e Boden diagrammi on ainoa, jossa on taajuusakseli mukana ja se soveltuu
hyvin systeemin vahvistus- ja vaimennusominaisuuksien tarkasteluun
mielenkiintoisilla taajuuksilla.

_E';’ A0 i e Nyquistin diagrammista puuttuu taajuusakseli, joten siita ei nahda mita
2 tapahtuu annetuilla taajuuksilla, mutta se soveltuu erittain hyvin sdadetyn
3 st . jarjestelman stabiilisuustarkasteluun - kuten myéhemmin talla luennolla
& tullaan nakemaan.

207 il o Nicholsin kartta soveltuu sdadetyn (takaisinkytketyn) jarjestelman

taajuuskarakteristikan maarittdmiseen - kun sdatdmaton prosessi tunnetaan.
(Nicholsin karttaa kaytetdan nykyaan harvemmin, eika sita kasitella [Ahemmin
-30 s : w tassa kurssissa).

-90 -45 0
Open-Loop Phase (deg)

25 4
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Taajuusvaste MATLABiIssa Taajuusvasteen tekijat
. . . . e . o Siirtofunktion jokainen tekija (navat, nollat, viivetermit ja vakiot) on
e Taajuusvasteen graafiset esitykset piirretddn MATLABiIssa taajuustasossa kompleksiluku. Nama kompleksiluvut voidaan laventaa,
loogisesti komennoilla bode, nyquist ja nichols. kertoa kesken&an ja laskea yhteen siten, ett4 saadaan lauseke, josta
nahdaan suoraan koko taajuusvasteen reaaliosa ja imaginaariosa ja edelleen

e sys=tf(1,[1 1])
e bode (sys) 0
e grid

e nyquist(sys)
e nichols(sys)

Bode Diagrom amplitudisuhde ja vaihe-ero.

o Toisaalta voidaan laskea kunkin tekijan itseisarvo ja napakulma erikseen ja
soveltaen kompleksilaskennan perussaantodja muodostaa koko
taajuusvasteen amplitudisuhde ja vaihe-ero tekijoiden avulla

Polaarikoordinaatit: z= R+ j- X = r(cos(8) + j-sin(@)) = re’’

{R =rcos(é) { R+ x?

X =rsin(6) 0 =arctan(X/R)+nz (n=0josR>0,n=1josR<0)

=

I
=)

o

Phase (deg) Magnitude (dB)
&

i
3

=]
=

-1 ] L

Nyquistin diagrammin
toinen puolikas kuvaa Nyt Do Nichols Chart

taajuusvastetta, kun 0 o Polaarikoordinaateilla on helppo johtaa tekijdiden tulon ja osamaaran

taajuus muuttuu neg. 2 Iaskusﬂaannot. .,

Aarettomyydesta 5 S zy=re’,z, =ne’”

nollaan. - F NN S (ST O [ i J0,-0,)
g-au 21’22*”19 "7”28 z_rlrze 1 , Zl/Zzirle I/rze 2—?’1/1"26‘ 1—0>
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Taajuusvasteen tekijat

e Taajuustasossa osoittajan tekijoiden itseisarvot kerrotaan keskenaan ja ne
jaetaan nimittajan tekijoiden itseisarvoilla. Osoittajan tekijdiden napakulmat
lasketaan yhteen ja niisté vahennetaan nimittajan tekijdiden napakulmat.

_ Gli) = Jjo—a
G =z b)( o = Y= e hGe=-o

‘G(ja))‘ \ja) a\ No? +a?
‘ w— b‘ ‘Ja’ C‘ No* +b* Ao+

G(jo)} = L{jo-al- L{jo-b}- £{jo-c}
e Mikali amplitudisuhteet esitetdan desibeleina, niin logaritmin laskusdanndista

saadaan
log| 2122 |~ 1 -1 20l0g,,(IG(/
g, og(p)+log(p,)-log(p,) = 20log,,(|G(je))
3
:2010g10[wJ:2O-(10gmja)—a—logloja)—b—logmja)—c)
jo bl jo-d
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Taajuusvasteen tekijat: Vakiokerroin

o Vakiokerroin on puhtaasti reaalinen komponentti, joten sen napakulma on
joko nolla (positiivinen vakio) tai £180° (negatiivinen vakio).
G(s)=K G\ (o) =|G,(jw)| = K
,K>0 =
Gy(s) =~ G (jo)}=0", Z{G,(jo)}=180

o Polaarikoordinaateilla: | |

o Boden diagrammi Boden vahvistuskdyra deg Boden vaihekdyra "
. Glle 201K 0
B — 4

Boden vahvistuskdyra deg Boden vaihekdyra ©

° G2:||e

201gK
QL

-180
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Integraattori ja derivaattori

e Integraattori ja derivaattori ovat puhtaasti kompleksisia komponentteja, joten
niiden napakulma on joko +90° (derivaattori) tai -90° (integraattori).

Gi(s)=s G (jo) = jo N
Gz(S)=§ - Gz(jw):jiw:_%j jw{ Re
G,(jw) =, |G,(jw)=— ‘

AG,(jw)} =90, £{G,(jw)t =~ Im N

lim{G, (jo)} =0-j, 1lim{G,(jo)}=—o-; , *’ i
lim{G,(jo)} = j, Im{G,(jo)}=-0-;

A Aalto-yliopisto
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Integraattori ja derivaattori

e Derivaattorin Boden vahvistuskayra nousee 20 desibelia dekadia kohden ja
se leikkaa O-tason kulmataajuudella yksi.

e Integraattorin Boden vahvistuskayra laskee 20 desibelia dekadia kohden ja
se leikkaa O-tason kulmataajuudella yksi.

* Boden diagrammi Boden vahvistuskdyra deg Boden vaihekéyra

o derivaattori G;:lle 20dB/dek 90
] ! “

0

Boden vahvistuskayra Boden vaihekdyra o

deg

T~ f)
20dB/dek 90

o integraattori G,:lle
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Viivetermi Ensimmaisen kertaluvun termi

o Viiveen kasittely on hyvin helppoa taajuustasossa. Viive voidaan muuttaa e Ensimmaisen kertaluvun termi eli reaalinen napa tai nolla kasiteltiin
kompleksiluvuksi Eulerin kaavoilla: laaduntasaussailidesimerkissa
Gs)=e" = G(jo)=e ' =cos(wl)~ j-sin(wT) G(s)=Ts+1 G(jo)=To+1
1 ,T>0 = . 1 ,7T>0
C N — 2 s 2 _1= G = G,(jo)=
G(jo) \/cos (@T) +sin*(@T) =V1=1 ,(s) ol ,(Jo) Tt
2{G(jw)} = arctan —sin@l) | _ _ arctan(tan(wT)) = —~&T 11113{@ (jo)} = llng{Gz (jo)}=1
COS(a)n > >
. . . . . . . 1 . 1 . .
« Viive ei vaikuta amplitudisuhteeseen (ei vahvista eikd vaimenna), mutta silla lim{G,(jo)} = lim{Tjo}=w-j, Lm{G,(jo)}= l1m{.} =— llm{]} =—0j
on huomattava vaikutus vaihe-eroon (viivastyttaa signaalia ja lisaa vaihe- o o o o= (Tjeo o= To

eroa) o Pienilla taajuuksilla ensimmaisen kertaluvun termi lahestyy vakiokerrointa 1 ja

Boden vahvistuskiyri “ Boden vaihekiyri suurilla taajuuksilla derivaattoria (nolla) tai integraattoria (napa).

| Q 0 *
0 | ‘ \
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Ensimmaisen kertaluvun termi Ensimmaisen kertaluvun termi
e Ensimmaisen kertaluvun termi eli reaalinen napa tai nolla kasiteltiin e Approksimatiiviseen Boden diagrammiin saadaan kaannepisteet
laaduntasaussailidesimerkissa (vahvistuskayraan taajuudelle 1/7T ja vaihekayraan taajuuksille 0.1/T ja 10/T.
_ i) =Tj Boden diagrammi:
Gi(s)=Ts+1 G (jo)=Tjo+1 * ° Boden vahvistuskédyra deg , Boden vaihekdyra
1 ,T>0 = . 1 ,7>0 90 [~
G,(s)= G,(jo)=—; . Glle 20dB/dek /_
Ts+1 Tiw+1 0 Q 0 o
. . T . _ 1T 0.1/T 10/T
LIE(}{G' (]w)} h LIE(I){GZ (Jw)} =1 Boden vahvistuskéyra deg | Boden vaihekayra
| | o Gylle 0 T » 0 -
lim{G,(jo)} = lim{Tjo}=x-j, Lm{G,(jo)}= lim{_}:—lim{j}:—Oj > \
W—>0 W—0 w—0 w0 T]a) w—>0 TC() '20dBM o0 |- E)_l{]: N _IO/T [0}

o Pienilla taajuuksilla ensimmaisen kertaluvun termi 1dahestyy vakiokerrointa 1 ja

suurilla taajuuksilla derivaattoria (nolla) tai integraattoria (napa). o Todellisuudessa Boden diagrammissa ei ole derivaatan epéjatkuvuuskohtia.
Approksimatiiviseen vahvistuskayraan tulee 3 dB ja vaihekdyraan 6° virhe
kaannepisteissa.
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Toisen kertaluvun varahteleva dynamiikka

e Toisen kertaluvun varahteleva dynamiikka eli kompleksinen napapari
aiheuttaa taajuustasoon resonanssitaajuuden ja Boden diagrammiin
resonanssipiikin.

w; o
G)=—7""— = G(jo)= 5
<) s’ +2lw, 5+’ (@) (0} -0*)+2lw,0- )

1
C1-(0/,) +2{(0]0,)

Resonanssitaajuus: @, = @,4/1-2¢”

Ao Aalto-yliopisto
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Toisen kertaluvun varahteleva dynamiikka

e Boden vahvistuskayraksi saadaan:

Second-Order: Gain vs. Frequency

20
¢=0.05
L 0
10
/ ] )\/0.2
. \
S \>0:3
g . X\\) 04
£0 =\
5 — N\ 05
™~ \
5 \
06
-10
0.707
5 1.0
-20 Ll
0.1 02 03 05 07 1 2 3 5 7 10

Frequency (w/wg)
Figure 7.14 Gain versus frequency with a second-order all-pole model.
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Yksinkertaisia taajuusvasteita

e Muodostetaan MATLABIlla edelld esitettyjen yksinkertaisten systeemien

taajuusvasteita:
e varahtelyt: o D
e sys=tf(1,[1 0.01 1]) 50 T
e bode(sys)
g
£
e sys=tf(1,[1 0.1 1]) £
o sys=tf(1,[l 0.3 1]) &
e sys=tf(1,[1 0.7 1])
o sys=tf(1,[1 2 1]) B
L]
-45
G
‘g -80
&
-135
-180---—---—'--—‘--—'-'-‘-‘-:-: -

10" 10° 10
Freguency (radisec)
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Yksinkertaisia taajuusvasteita

e Nyquistin diagrammissa resonanssi
nakyy siina, etta kayran etaisyys origosta
kasvaa suuremmaksi kuin
nollataajuudella.

Nyuist Diagram Nycist Disgram

Imaginary Axis
Imaginary Axis

4 ) 7 ] 2 4 6 08 08 04 02 0 02 04 06 08 1
Real Axis Real Axis

12
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Approksimatiivinen taajuusvaste

e Kaikki lineaaristen systeemien taajuusvasteet koostuvat
edelld esitetyista tekijoista

e Vaiheominaisuudet lasketaan yhteen ja vahvistusominaisuudet kerrotaan
keskenaan — paitsi jos vahvistus esitetdan desibeleina (logaritminen suure),
jolloin nekin lasketaan yhteen.

e Yhdistamalla naitéd komponentteja keskendan saadaan haluttu taajuusvaste.
Esimerkiksi: 2.
Gtot (S) =
3s+1

e Koostuu tekijoista:
(2),(s) ja (3s +1)

o Kullekin tekijalle voidaan erikseen piirtda taajuusvaste ja summata ne
graafisesti. Tama on erittain kaytanndllista, kun kokeillaan saadetylle
jarjestelmalle erilaisia saatimia. Piirretddn systeemin taajuusvaste ja lisataan
siihen vuorollaan erilaisia saatimia, jonka jalkeen saadetyn jarjestelman
suorituskykya arvioidaan.
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Approksimatiivinen taajuusvaste
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Nyquistin stabiilisuuskriteeri

e Klassinen ("taydellinen”) Nyquistin kriteeri:

o Takaisinkytketty jarjestelma on stabiili, jos avoimen silmukan Nyquistin
diagrammi kiertaa pisteen -1 (-1+0;) vastapaivaan tasmalleen yhta monta
kertaa kuin avoimen silmukan siirtofunktiolla on napoja oikeassa
puolitasossa.

e Erikoistapaus Nyquistin kriteerista:

e Jos avoimen silmukan siirtofunktiolla ei ole lainkaan napoja oikeassa
puolitasossa, niin takaisinkytketty jarjestelma on stabiili, jos avoimen
silmukan Nyquistin diagrammi ei kierra pistetta -1 (-1+0j) lainkaan.

Z=N+P
P: avoimen jérjestelmén siirtofunktion napojen lkm. oikeassa
puolitasossa.

N: Nyquistin diagrammin kiertojen lukumaéra pisteen (-1,0) ympéri myo6tapaivaan.

Z: Suljetun systeemin oikeassa puolitasossa olevien napojen lkm.
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Nyquistin stabiilisuuskriteeri, esimerkki

o Systeemid, jonka siirtofunktio on G(s) = (s - 1)/(s? - 2s + 5) sdadetaan P-
saatimelld. Onko saadetty jarjestelma stabiili K,:n arvoilla 1, 4 ja 7.

s—1
G(s)=———— Yref(s E(s U(s) s
=7 053 /5 h~ E) Gls) RN G(s) “)
G.(s)=K, - Saadin Prosessi
K,(s—1)
= G —_—_r 7
o(5) s*—25+5

e Avoimen silmukan siirtofunktiolla on kaksi napaa oikeassa puolitasossa, joten
Nyquistin diagrammin olisi kierrettéva piste -1 kaksi kertaa vastapaivaan, jotta
saadetty jarjestelma olisi stabiili.

e Piirretdan Nyquistin diagrammi kullakin sdatimen vahvistuksella.

o sysl=tf([1 -1],[1 -2 5])

o sys2=tf(4*[1 -1],[1 -2 5])
o sys3=tf(7*[1 -1],[1 -2 5])
e nyquist(sysl)
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Nyquistin stabiilisuuskriteeri, esimerkki

e Saadaan diagrammit

Nycquist Diagram Myuist Diagram Nyquist Diagram
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e K,:n arvolla 1 Nyquistin diagrammi ei kierra pistetta -1 lainkaan, joten
saadetty jarjestelma on epastabiili.

e K,:n arvolla 4 Nyquistin diagrammi kiertaa pisteen -1 kaksi kertaa
vastapaivaan, joten saadetty jarjestelma on stabiili.

e Kp:n arvolla 7 Nyquistin diagrammi kiertéda pisteen -1 kerran , joten séadetty
jarjestelma on epastabiili.

Nyquistin stabiilisuuskriteeri, esimerkki
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o Systeemid, jonka siirtofunktio on G(s) = 1/(s + 1)’ sdddetaan P-saatimella.
Onko saadetty jarjestelma stabiili K,:n arvoilla 6, 8 ja 10.

1
G(s)=—— Yyer(s E(s U(s s
(s) §*+35% +35+1 A NS G(s) -—b( ) G(s) ¢ )P
G.(s)=K, - Sasdin Prosessi
K
= G . (5\)=— 2
ou(5) §+357 +3s5+1

e Avoimen silmukan siirtofunktiolla ei ole lainkaan napoja oikeassa
puolitasossa, joten Nyquistin diagrammi ei saa kiertaa pistetta -1 lainkaan,
jotta sdadetty jarjestelma olisi stabiili.

e Piirretadn Nyquistin diagrammi kullakin saatimen vahvistuksella.

o sysl=tf(6,[1 3 3 1])
o sys2=tf(8,[1 3 3 1])
e sys3=tf(10,[1 3 3 1])
e nyquist(sysl)
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Nyquistin stabiilisuuskriteeri, esimerkki

e Saadaan diagrammit

Nyquist Diagram Nyquist Diagram Nyquist Diagram
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Nyquist Diagram Nyquist Diagram Nyquist Diagram
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e K,:n arvolla 6 sdadetty jarjestelma on stabiili, arvolla 8 marginaalisesti stabiili
ja arvolla 10 epastabiili.

Stabiilisuuskriteeri
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o Nyquistin stabiilisuuskriteeri voidaan yksinkertaisissa tapauksissa esittéa
myds Boden diagrammissa ja Nicholsin kartassa. Tall6in stabiilisuuskriteeri
(erikoistapaus, avoimen silmukan siirtofunktiolla ei ole napoja oikeassa
puolitasossa) saa muodon:

o Saadetty jarjestelma on stabiili, jos

| G, (j®) | <1 (=0dB), samalla taajuudella, jolla Z{G,, (jw)} =—180°

o Tarkastellaan edellista esimerkkia.

e K,:n arvolla 1 sdadetty jarjestelma on stabiili, arvolla 8
marginaalisesti stabiili ja arvolla 15 epastabiili.

Bode Diagram ~ KP = 1 Bode Diagram ~ KP =8 BodeDiagram  KP =15
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Stabiilisuuskriteeri

e Jos piirretdadn Boden diagrammi ensimmaiselle esimerkille (avoimen silmukan
siirtofunktiossa kaksi napaa oikeassa puolitasossa), niin saadut kayrat eivat
kerro mitdan stabiilisuudesta (eivatka itse asiassa mitdan avoimen silmukan
amplitudisuhteesta tai muista varahtelyominaisuuksista. Saatamaton
systeemi on epastabiili, joten sen vaste menee jatkuvuustilassa aarettomaan.

Bode Diagram ~ KP =1 Bode Diagram KP=4 Bode Diagram KP=7
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Stabiilisuuskriteeri

o Tarkastellaan vielad stabiilisuuskriteeria Nicholsin kartassa
erikoistapauksessa, jossa avoimen silmukan siirtofunktiolla ei ollut napoja
oikeassa puolitasossa.

| G,,(jo) | <1 (=0dB), samalla taajuudella, jolla Z{G,, (j@)} =—180°

o Ensimmaisessa kuvassa systeemi on stabiili, toisessa marginaalisesti stabiili
ja kolmannessa epastabiili.

« Nicholsin kartassa saadetty jarjestelma on stabiili, jos avoimen silmukan
siirtofunktio kiertéaa pisteen -1 (0 dB, -180°) oikealta puolelta (ylhaalta

Nichols Chart ~ KP = 1 Nichols Chart KPP =8 Nichols Chart KP =15
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Vahvistus- ja vaihevarat

e Vahvistus- ja vaihevarat kertovat kuinka kaukana saadetty jarjestelma on
epastabiilisuudesta ja kuinka paljon avoimen silmukan vahvistusta voidaan
viela kasvattaa ilman ettd sdadetysta jarjestelmasta tulee epastabiili.

e Seka vahvistus- ettd vaihevarassa tutkitaan kuinka kaukana avoimen
silmukan taajuusfunktio on kriittisesta pisteesta -1 (eli kuinka kaukana ollaan
stabiilisuusrajoista)

e Vahvistusvarassa maaritetdan kuinka kaukana systeemin amplitudisuhde on
kriittisestéd amplitudisuhteesta 1 (eli 0 dB) - silloin kun napakulma saa
kriittisen arvon -180°.

e Vaihevarassa maaritetdan kuinka kaukana systeemin napakulma on
kriittisesta napakulmasta -180° - silloin kun amplitudisuhde saa kriittisen
arvon 1 (0 dB).

e Vahvistus- ja vaihevarat voidaan maarittaa Nyquistin diagrammista (tai
erikoistapauksessa myds Boden diagrammista tai Nicholsin kartasta)

o Ehdollisesti stabiileilla jarjestelmilla (useita perakkaisia stabiilisuuden ja
epastabiilisuuden jaksoja eri vahvistuksen arvoilla) saadaan useita
samanaikaisia vahvistus- ja vaihevaroja.
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Vahvistus- ja vaihevarat

e Nyquistin diagrammissa vaihevarat saadaan yksikkdympyran ja Nyquistin
diagrammin leikkauspisteista ja vahvistusvarat negatiivisen reaaliakselin ja
Nyquistin diagrammin leikkauspisteista.

Nyquistin diagrammi leikkaa negatiivisen Nyguist Diagram
reaaliakselin pisteessa -a

Vahvistusvara on 1/a

Negatiivisesta reaaliakselista on g:n
suuruinen kulma Nyquistin diagrammin ja
yksikkdympyran leikkauspisteeseen

Imaginary Axis

Vaihevaraon g
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Vahvistus- ja vaihevarat

e Boden diagrammissa vaihevarat saadaan etaisyyksina kriittisesta taajuudesta
ja vahvistusvarat etaisyyksina kriittisesta vahvistuksesta

Bode Diagram
Mééritetaan kulmataajuus, jolla 042 dB (at 1.7322 radisec), Pm = 67.606 deg (at 0.76¢
) 50
vaihekayra leikkaa kriittisen o
napakulman -180°. (@) ja % A
kulmataajuus, jolla vahvistuskayra § ] :
1 11441 1 'E 1 1
leikkaa kriittisen vahvistuksen 0 dB =3 : | Vahvistusvapa
(wP) = -100 f L
0
Vahvistusvara on 2 i
o 1
. -90 A .
0dB—20log,| Gy, (jog)[dB € Vaihevara
Vaihevara on E | R R S r
o
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Vahvistus- ja vaihevarat

e Nicholsin kartassa vahvistus- ja vaihevarat saadaan etaisyyksina kriittisesta
pisteesta -1 (0 dB, 180°)

Nichols Chart
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Vahvistus- ja vaihevarat MATLABIssa

e MATLABIssa vahvistus ja vaihevarat saadaan komennolla margin
e esim:
o sys=tf(2,[1 3 3 1])

e Transfer function:

s*"3 +3s*2 +3s+1
e [Gm,Pm,Wcg,Wcp] = margin(sys)
Gm 4.0006
Pm = 67.6058
Weg = 1.7322
Wep = 0.7663

Gm = 12,042 dB (t 1.7322 radisec), Pm = 67 606 de (st 0.76635 radisec)
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Avoimen silmukan vahvistus

e Vahvistusvara kertoo kuinka paljon avoimen silmukan vahvistusta voi viela
kasvattaa ilman ettd saadetty jarjestelma muuttuisi epastabiiliksi. Miten
avoimen silmukan vahvistuksen muuttaminen sitten vaikuttaa
taajuusvasteeseen?

e Mikali vahvistus sailyy samanmerkkisend, napakulma pysyy ennallaan
(tdman opintojakson puitteissa tarkastellaan 1ahinna positiivista vahvistusta).
e Taajuusvasteen kertominen vakiolla K ei vaikuta mitenkaan vaihe-eroon,
mutta amplitudisuhde kasvaa K-kertaiseksi.
« Nyquistin diagrammissa jokainen diagrammin piste siirtyy K-kertaa
kauemmas origosta
» Boden diagrammissa vahvistuskayra nousee 20IgK :n verran ylos (tai
alas, jos K on ykkosta pienempi)
« Nicholsin kartassa taajuusvaste nousee 201gK :n verran yl6s (tai alas, jos
K on ykkosta pienempi)
e Vahvistusvara kertoo suoraan kuinka monikertaiseksi vahvistusta voidaan
kasvattaa.
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Stabiilisuusrajat

o Palataan edelliseen esimerkkiin, jossa oli hankala epastabiili ja ei-
minimivaiheinen systeemi, jota sdadettiin P-saatimella. Esimerkissa todettiin,
ettd sdadetty jarjestelméa on epéastabiili K:n arvoilla 1 ja 7, mutta stabiili
arvolla 4.

o Maaritetdan nyt sdadetyn jarjestelman stabiilisuusalue (Kp:n suhteen).

o Kun piirretddn avoimen silmukan siirtofunktion Nyquistin diagrammi K,:n
arvolla 1, niin negatiivisen reaaliakselin leikkauspisteet ovat -0.2 ja -0.5.
Stabiilille alueelle padsemiseksi tarvitaan lisdvahvistus valilla 1/0.2 = 5 ja

1/0.5=2.
Nyquistin kdyra on saatava kiertamaan piste -1 B

kahdesti vastapaivaan, jotta saadetty jarjestelma
olisi stabiili, joten vahvistus on kerrottava vahintaan
kaksinkertaiseksi, jotta paastaan pisteeseen -1.
Toisaalta, jos vahvistus kerrotaan yli
viisinkertaiseksi, niin saadaan vain yksi kierros
vastapaivaan ja saadetysta jarjestelmasta tulee
jalleen epastabiili.

Saadaan stabiilisuusrajat: 2< K, <5

Imaginary Axis

-06 05 04 03 02 -01 0
Raal Avie

Ao Aalto-yliopisto

Stabiilisuus taajuustasossa

e Edellinen esimerkki olisi voitu aivan yhta hyvin ratkaista Routhin kaaviolla —
Voidaanko taajuustason stabiilisuusanalyysilla tehda jotain, mihin Routhin
kaavio ei taivu?

o Myohemmilla opintojaksoilla tullaan tutustumaan Nyquistin
stabiilisuuskriteerin modifikaatioihin, joita voidaan soveltaa esimerkiksi
epalineaarisille ja monimuuttujasysteemeille (tdman opintojakson aihepiirin
ulkopuolella).

e Taajuusvasteeseen perustuvalla stabiilisuustarkastelulla on se etu, etta
taajuusvaste voidaan maarittaa tuntemattomasta systeemista kokeellisesti.

e On yksi sovellusalue, jossa stabiilisuustarkastelu taajuusvasteen avulla vie
voiton kaikista muista menetelmista ... viiveellisten saadettyjen jarjestelmien
analyysi.
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Viiveellisen systeemin saato

o Lahes kaikissa todellisissa systeemeissa on kuollutta aikaa, mutta usein se
oletetaan merkityksettdmaksi ja jatetaan tarkastelun ulkopuolelle.

e On kuitenkin varsin selvaa, etta viiveelld on huomattava vaikutus sdadetyn
jarjestelman kayttaytymiseen ja erityisesti stabiilisuuteen

o Otetaan esimerkiksi auton ohjaaminen mutkaisella tiella: Jos ratin
kaantamisen seurauksena pyorat valittomasti kdantyvat, niin auton
hallinta on helppoa ja tiella voidaan edeta reipasta vauhtia. Enta jos ratin
kaantdmisen seurauksena pyo6rat kdantyisivat vasta kolmen sekunnin
viiveella? Suurilla nopeuksilla auto muuttuisi epastabiiliksi ja paatyisi
ojaan, joten ainoa ratkaisu on madella eteenpain hyvin hitaasti (tai
kayttaa kehittyneita prediktiivisia hallintastrategioita...).

o Tarkastellaan samaa lapivirtausprosessia, joka esiteltiin luennon alussa. Nyt
ei tyydyta pelkdstaan suodattamaan hairidita vaan ne pyritaan saatamaan
pois syottamalla sailioon erilaisia pitoisuuksia. Tutkitaan stabiilius ensin
olettaen, etta systeemi on viiveeton ja katsotaan, miten tilanne muuttuu jos
ohjausvirtaus syotetdan putken (tulppavirtaus) kautta jolloin systeemin tulee
kuollutta aikaa.

Ao Aalto-yliopisto
n

Viiveellisen systeemin saato

o Viiveetdn systeemi: G,(s)= L

+1
e*Td‘\'
o Viiveellinen systeemi: G,(s)=
s+1
o Viiveettdbman systeemin saatd P-saatimella: Gror (s)= P

s+1+K,
o Viiveetdn jarjestelma on stabiili kaikilla positiivisilla K:n arvoilla
o Viiveellinen systeemi:

K[ &

P
jo+1 - jo+1
| jo+1] | jo+1]

~Tys
K,e
s+1

£{Gou (o)} = £{K, )+ L{e M =Ll jo+ 1) = ~2{jo+ ) ~T,0

G (s)= = | Gy o (@) |=

¢ Ratkaistaan esim. Nyquistin diagrammilla MATLABiIssa (viive 7, = 1,
piirretdan diagrammi K,:n arvolla 1)
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Viiveellisen systeemin saato

Viiveellisen systeemin saato

sys=tf(1, [1 1] ) 04 NyquistDiagram‘
sys.InputDelay=1 02
w=logspace (-10,10,10000) '; 0 @)
sys2=tf(1,[1 1]) § o \%
. & Viiveeton systeemi
nyquist (sys,sys2,w) 5 o4 N s
e . £ ~— -
Saadaan Nyquistin diagrammit: 06
.. e e e . . 087 Viiveellinen systeemi
Viiveettdman jarjestelman vahvistusvara o5 5 o5
on aareton Real Axie

Viiveellisen jarjestelman vahvistusvara on 1/0.4421 = 2.26
« Eli viiveeton jarjestelma on stabiili kaikilla positiivisilla K,:n arvoilla ja

viiveellinen jarjestelma on stabiili, kun K, < 2.26.
Simuloidaan kumpaakin jarjestelmaa
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e Saadetyn, viiveellisen systeemin stabiisuus noudattaa Nyquistin kriteerilla
maéaritetty stabiilisuusrajaa.
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