TODENNAKOISYYSLASKENNAN JA TILASTOTIETEEN PERUSKURSSI. 26.2.—
16.4.2024. Aalto-yliopisto. Yliopistonlehtori Pekka Pere, Tutkijatohtori Natalia Vesse-

linova.
Uusintakokeen 7.6.2024 kysymysten ratkaisuehdotukset

1.

a) Merkitaan A:lla, B:1la ja D:lla tapahtumia “potilas paranee psykoanalyy-
silla”; “potilas paranee laakityksella” ja “potilas paranee psykoanalyysilla tai
ladkitykselld tai molemmilla”. Psykoanalyysi ja lddkitys toimivat tai eivéit toi-
sistaan riippumatta. Potilas paranee yhtdaikaisella psykoanalyysi- ja ladkitys-
hoidolla todennékéoisyydella 0.72:

P(D) = P(AU B)
= P(A)+P(B)—P(ANB)
PR p(A) 4+ P(B) — P(A)P(B)
0.64+0.3—-0.6 x0.3
= 0.72.

Tehtévé, voidaan ratkaista myds vastatapahtumien avulla. Merkitdin A =
“potilas ei parane psykoanalyysilla”, B¢ = potilas ei parane ladkitykselld ja
D¢ = “potilas ei parane psykoanalyysilla eiki ladkitykselld”. Nilld merkin-
néilla D¢ = AY N BC (piirrd Venn-diagrammi!). Jos tapahtumat A ja B ovat
riippumattomia, niin niiden vastatapahtumat A ja B¢ ovat riippumattomia
(tdmé on oma harjoitustehtdvinsa). Riippumattomuuden perusteella

P(D) = 1-P(D°)
= 1-PA°NnBY)
riippum. P(A®)P(B®)
_ 1—(1-0.6)x (1-0.3)
- 072

b) Merkitdén C:lla tapahtumaa “potilas paranee yhdistetylla psykoanalyy-
silla ja ladkityksella”. Kokonaistodennikoisyyden kaavan mukaan

P(D)=P(D| AP(A)+P(D | B)P(B)+P(D | C)P(C)
=0.6 x0.05+0.3 x09+0.8 x0.05
=0.34

Potilas paranee todennékdisyydelld 0.34.
c) Merkitddn E = “potilas paranee ilman hoitoa” ja F' = P(D U E) eli ettd
“potilas paranee hoidolla tai ilman hoitoa”. Potilas paranee nyt todennékéisyy-

delld 0.776:
P(F) = P(DUE)

=  P(D)+P(E)-P(DNE)
PR p (DY 4 P(E) — P(D)P(E)
- 0.72402-072x02
0.776.



Sama todenndkoisyys saadaan myos yleisestd yhteenlaskusddnnostas:

P(F) = P(AUBUE)

= P(A)+PB)+PE)-P(ANB)-P(ANE)-P(BNE)

+P(ANBNE)
MPRUTpA) 4 P(B) + P(E) — P(A)P(B) — P(A)P(E) — P(B)P(E)

+P(4)P(B)P(E)

= 064+034+02—-06x03-0.6x02-0.3x0.2
+0.6 x 0.3 x 0.2

= 0.776.

a) Yhden arvan voiton X; odotusarvo on

4 2
x900+ﬂx8.31+ﬁx0:1.32

—E(X)= —
m=EBX) = 5555 3200 3200

taaleria.
b) Yhden arvan voiton X; varianssi on

1 400
V(X)) =E[(X1 —m)?] = 3300~ (900 — 1.32)% + 2500 = (831 - 1.32)?
2799
— —1.32)?
+ 3900 (0 32)

= 260.0146 ~ 260.0

taaleria toiseen. Voiton keskihajonta on SD(X7) = (260.0146)'/? = 16.12497 ~
16.1 taaleria.
¢) Yhden arvan tuoton Xs odotusarvo on

Mo = E(XQ) = E(X1 — 1.5) = M1 — 1.5=132—-1.5=-0.18

taaleria. Tyo6lddmmin tuoton odotusarvon voi laskea néin:

400 2799
_ —1.5)+—— x (8.31—1.5)+ —— x (0—1.5) = —0.18.
S50 < (900 = 15)+ oom X (8.31—1.5) 4 Zoms x (0 1.5) = —0.18

p2 = E(X2)

d) Vakion vihentdminen satunnaismuuttujasta ei muuta sen varianssia. Tuo-
ton varianssi ja keskihajonta ovat siten 260.0 taaleria toiseen ja 16.1 taaleria.
Tamaé on riittdva vastaus. Laskemalla saadaan samat tulokset:

V(X3) = E[(Xy — p12)?]

4
x [900 — 1.5 — (—0.18)]* + m)xB317L5f@ﬂl&F

~ 3200 3200
2799
S (0= 1.5 — (—0.18)]2
+ 3500 % [0~ 15— (-0.18)]
1 400
= 900 — 1.32)2 8.31 — 1.32)2
3200 * { )"+ 300 * ( )
2799
+ o x (0—1.32)?

3200



= 260.0146 ~ 260.0,

ja SD(X3) = (260.0146)"/2 = 16.12497 ~ 16.1.

e) Kaikki arvat myytiin. Myyntitulot ovat 3200 x 1.5 = 4800 taaleria. Sai-
raala saa myyntituloista 0.12 x 4 800 = 576 taaleria. Myynnissé ei ole satunnais-
vaihtelua, joten sairaalan saaman avustuksen X3 odotusarvo on samainen 576

taaleria. Lasku:
s = E(X3) =576 x 1 = 576.

f) Koska avustuksessa ei ole satunnaisvaihtelua, sairaalan saaman avustuk-
sen varianssi ja keskihajonta ovat 0 taaleria toiseen ja 0 taaleria. Laskut:

E[(X3 —u3)?] = (576 —576)> x 1 =0  ja
SD(X3) = V0 = 0.

3.

a) Kunkin haastattelun tulos X; on Bernoulli-koe (1 = &&nesti; 0 = ei &énes-
tényt). Adnestysosuus & = Z?:l xz; on keskiarvo riippumattomista Bernoulli-
jakautuneista satunnaismuuttujista. Bernoulli-satunnaismuuttujan odotusarvo
ja varianssi ovat m ja (1 — ).

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan standardoitu satunnaismuuttuja

X—p
a/Vn

noudattaa suurilla havaintomééarilla likimain standardinormaalijakaumaa, jos
X;:t (i =1,...,n) ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on odotusar-
vo E(X;) = p ja varianssi V(X;) =02 >0ja X =n" 131" | X;.

Tehtéivin tilanteessa u = 7 ja 02 = m(1 — 7). Haastateltuja on suuri mééri,
joten keskeisen raja-arvolauseen perusteella

T—

m(l—m)/+/n
on likimain standardinormaalijakautunut.
b) Testataan, onko osuus nollahypoteesin mukainen. Nolla- ja vastahypoteesi
ovat Ho: m# = 0.705 ja Hy: m # 0.705. Testisuure on
T— ™0
mo(1 —mo)/n
Tehtévin tilanteessa

0.7711765 — 0.705

= ~ 5.983.
1/0.705(1 — 0.705)/1700)

R:1l4 numeerinen arvo saadaan nain:

(0.7711765-0.705) / (sqrt (0.705%(1-0.705) /1700))
## [1] 5.983051



c) Kriittiset arvot ovat standardinormaalijakauman 0.005. ja 0.995. kvantiilit
—2.576 ja 2.576 (R-komento qnorm(0.995)). Testisuureen arvo 5.983 on suu-
rempi kuin kriittinen arvo 2.576, joten nollahypoteesi hylatdan. Paatelldan, etté
vastaajien ilmoittaman mukainen &énestysosuus poikkeaa tilastollisesti merkit-
sevésti 70.5 %:sta.

Ei piaitelld, ettd ddnioikeutettujen ddnestysosuus ei olisi 70.5 %, silld se tiedetddn todeksi
ddnestysosuudeksi. Jos sattuman eli hyvin poikkeuksellisen kyselytuloksen mahdollisuus si-
vuutetaan, aineiston poikkeuksellisuuden taytyy johtua muusta seikasta.

Yksi selitys voi olla, ettd ESS-kyselyn otos on valikoitunut. Ehk& siihen kieltdytyvat osal-
listumasta kansalaiset, jotka ovat muutenkin tai ainakin d4nestysaktiivisuudeltaan muita pas-
siivisempia. Kyselyyn vastaisivat talloin erityisesti danestévat kansalaiset. Yhteiskunnasta syr-
jaytyneet eivit ehkd dédnestd vaaleissa eivdtkd suostu haasteltavaksi tai kysely ei tavoita hei-
ta. ESS-kyselyissd kerrottu dédnestysaktiivisuus muodostuisi nidin suuremmaksi kuin mité se
todellisuudessa on.

Toinen mahdollinen selitys on, ettd ESS on tehty henkilokohtaisena haastatteluna. Asnes-
tamiskysymys on saatettu esittaa sanallisena kysymyksena, johon haastateltava on vastannut.
Thmiset saattavat nolostella ddnestaméattomyyttdan ja viittadd haastattelijalle paikkansapité-
mattomasti, ettd ovat ddnestineet. Adnestiminen on mahdollisesti arkaluonteinen aihe, jota
kannattaisi selvittdéd hienovaraisemmin. Olavi Borg (2010, 80) kertoo verranneensa eduskun-
tavaaleja 1962 koskevan kyselytutkimuksensa tietoja vaalitilastoihin. Moni joka oli kyselyssa
ilmoittanut d4nesténeensé ei ollut silti ddnestényt.

Paatelmé on, ettd otannassa on vikaa. Nollahypoteesin mukaisessa osuuden suuruudessa
ei ole, silld se tiedetdan oikeaksi.

4.
a) Normeeramaton posteriorijakauma (jilkijakauma) on priorijakauman (esi-
jakauman) ja uskottavuusfunktion tulo

posteriorijakauma o priorijakauma - uskottavuus.

Merkitddn estimoitavaa parametria X:lla, priorijakaumaa f(A):lla ja uskotta-
vuusfunktiota L(A):lla. N&illa merkinnéilla

priori - uskottavuus = f(A) - L(\).

Havaintojen riippumattomuuden ja niiden Poisson-jakautuneisuuden perus-
teella uskottavuusfunktio on

L(A) = H e_A&
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Kolmannella rivilla on sijoitettu havaitut potilasméérét, ja viimeisellé rivilla on
huomioitu vain uskottavuusfunktion kannalta relevantit termit.
Normeeramaton posteriorijakauma on

[ 5
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_ 676)\)\500.



(Huomautus: Ta4mé on normeerausta vaille Gamma-jakauma.)
b) Uusi priorijakauma on kohdassa a) johdettu posteriorijakauma. Uusiin
havaintoihin liittyva uskottavuusfunktio on
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Péivitetty normeeramaton posteriorijakauma on
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