Pitkédranta: Calculus Fennicus X.1. Matriisialgebra

ESIMERKKI 4 Jos
x=[i,1+i,2—-i]Te€C® y=[1-2i 2, -1—-i]" €C?
niin
xx)=xP=1+10+D)+4+1)=8, (y,y)=14+4)+4+(1+1)=11,
(x,y) =i(1+2i) + (1 +4)(=20)+ (2—i)(=1+i)=—-1+3i. O

Matriisia A* = AT sanotaan A:n liittomatriisiksi (engl. adjoint). Jos x € C",
y € C™ ja A on kompleksinen matriisi kokoa m x n, niin liittomatriisin ja C"™:n
skalaaritulon mééritelmistd seuraa helposti (vrt. reaalinen tapaus edelld)

(Ax,y) = (x, A"y).

Jos A = {ay}7;—; on nelidmatriisi ja A* = A, ts. aj; = a;; Vi, j, niin sanotaan,
ettd A on hermiittinen (engl. Hermitean):

A*=A & A hermiittinen.

Jokainen reaalinen ja symmetrinen matriisi on méaritelméan mukaan myos her-
miittinen.

ESIMERKKI 5 Yleinen hermiittinen matriisi kokoa 2 X 2 on muotoa

missd a,b e Rjace C. O

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Laske 2A + 3B, A — B”, AB ja BA, kun

1 -1 1 1 2 3
A=| -3 2 -1, B=1]|2 4 6
-2 1 0 1 2 3
2. Olkoon
1 1 0 0
A = E 1 ﬂ , B=1|11 0, C= 1 1
1 0 —1 -1 -1

Laske AB, AC, BC, CA ja BAT.
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X.1. Matriisialgebra Pitkdranta: Calculus Fennicus

10.

668

Milld matriisien tyyppia koskevilla oletuksilla tulot AB ja BA ovat
a) molemmat madriteltyjé, b) samaa tyyppia?

Olkoon
a=[1,3,52], b=[-1,324" A=(-1)",i=1,27j=1,234).

Laske vektorien/matriisien a, b, A keskinéisistd (kaksittaisista) tuloista
kaikki, jotka ovat méaariteltyja.

Matriisit A ja B ovat kokoa 10 x 10 ja niiden alkiot ovat a;; = i + j ja
b;j =1 — j. Laske tulomatriisin C = AB alkio ¢;;.

Olkoon
1 11 b —c —c
A=a|l 1 1|, B=| —-—c d d
1 1 1 —c d d

Maiiritd luvut a,b,c,d siten, ettis A # 0, B # 0, A2 = A, B2 = B ja
AB =0.

Maéarita matriisi A, kun tiedetddn, etta

A

—_ = =

1
Al =
0

— _ O
Il
— N W

~ W N~

1
3
4 )
2
Hae kaikki matriisit B, jotka kommutoivat matriisin

aa-[3 4] wasfd ]

kanssa.

Olkoon A ja B samaa kokoa olevia neliomatriiseja. Todista:

a) (A+B)?=A%?+2AB+B? & A ja B kommutoivat
b) A ja B symmetriset # AB symmetrinen
c) A ja B symmetriset ja kommutoivat = AB symmetrinen

Laske a) A*Vk €N, b) B = (I+ A)!% kun

0100 1 000
0010 0100
A= 00 0 1~ 1= 0010
0000 0 001



Pitkédranta: Calculus Fennicus X.1. Matriisialgebra

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Todista matriisitulon transponointisiintd (AB)T = BTAT.

b) Néyta, ettd jokainen nelidmatriisi on esitettavissa yksikésitteisesti muo-
dossa A = B + C, missd B on symmetrinen ja C on vinosymmetrinen:
C+CT=o.

Olkoon
5 =2 0 2 T
A=|-2 6 2|, b=|-1|, x=|y
0o 27 3 z

Sievenni lauseke f(z,v,2) = xT Ax + bTx toisen asteen polynomiksi.

Laske Ax, Bx, AB, (AB)* ja B*A*, kun

. . . 2_i i —i 3
A=l ", 1__2; 32;;@@.], B=| —i 2 1+i|. x=|3—i
3 242 1—i 24

(*) Jos reaalinen matriisi A = (a;;) kokoa m x n tulkitaan avaruuden R™"
alkiona, niin ko. avaruuden euklidista normia vastaa matriisinorms

m n 1/2
1A] - (zzafj) |
i=1 j=1

Néyté, etta patee |Ax| < |A[|x| Vx € R™.

(*) Olkoon z € R ja mairitelldan

z 100 100 0
oz 10 o100 =1

A=10 0.1l =10 01 ol exp(A)_I+;EA.
000 0001 -

Laske matriisin exp(A) alkiot x:n funktiona.

(*) (Naudat laitumella) Nautalaumassa on on 83 téysin ruskeata eldinté,
77 sarvipaata, 36 sukupuoleltaan sonnia, 22 ruskeata sarvipaata, 15 rus-
keata sonnia, 25 sarvipdistd sonnia ja 7 ruskeata sarvipaista sonnia. Kaikki
lauman eldimet kuuluvat johonkin mainituista ryhmistd. Montako elainté
laumassa on? Vihje: Jaa eldimet pistevieraisiin ryhmiin, esim. ruskeita sar-
vipédisid sonneja x; kpl ... ei-ruskeita sarvettomia lehmia xg kpl. Kirjoita
lineaarinen yhtéaloryhma ja ratkaise!
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Pitkaranta: Calculus Fennicus X.2. Neliomatriisit. Kédanteismatriisi

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Olkoon A, B ja C samaa kokoa olevia neliomatriiseja. Todista:

a) A sdannollinen ja symmetrinen = A~! symmetrinen.

b) CA = CB ja C sdannéllinen = A = B.

c) AB singulaarinen = A tai B singulaarinen.

d) A singulaarinen ja B séénnollinen = AB ja BA singulaariset.
e) A ja B ortogonaaliset = AB ortogonaalinen.

2. Tarkista kokoa 2 x 2 olevan matriisin kiddnteismatriisin laskusdanto

-1
a b 1 d —b
[c d] _Bl—c a}’ D = ad — bc # 0.

3. a) Néytd, ettd jokainen ortogonaalinen 2 x 2-matriisi voidaan kirjoittaa
jollakin # € R jompaan kumpaan seuraavista muodoista:

A:[ cos 6 sm@} tai A:[COSH sm@}

—sinf@ cosf sinf —cos@

b) Olkoon A kokoa 3 x 3 oleva ortogonaalimatriisi, jonka alkioista tiedetddn:
aj] = %, a1p = —%, A9y = g, as <0, azr >0, a3 <O0. Laske A ja AL

c) Totea, ettd yhtdloryhméssa

2 1 1 _
\/;x1+2x2 st =1

%1’1—%1’2—1—%3:3 =2
Ly By, =3

2 2
kerroinmatriisi on ortogonaalinen. Ratkaise tité tietoa kiyttéden!

d) Matriisilla

1 1 1 1
1 1 -1 —1
A= 1 -1 1 -1
1 1 1 -1

on ominaisuus: AA on ortogonaalinen eradlla A € R. Maaritd tata tietoa
hyviiksi kiyttien vaakavektori x” siten, ettd xT A = [7,13, -3, —9.

4. a) Olkoon H = I —xx”, missi x € R", x # 0 ja |x| # 1. Néyti, ettd erailla
A € R pitee H™' =T+ \xxT.
b) Olkoon x € R™, x # 0 ja r = 2|x|72. Niyti, etti H =1 — rxx’ on
symmetrinen ja ortogonaalinen matriisi.
c) Niyté, ettéd jos matriisille A pitee A + AT = 0 ja I+ A on sdénnsllinen
matriisi, niin B = (I+ A)~}(I — A) on ortogonaalinen.
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X.2. Neliomatriisit. Kdanteismatriisi Pitkaranta: Calculus Fennicus

d.

10.

11.

680

Onko joukon (1,2,...,10) permutaatio (4,6,2,7,9,1,3,10,5,8) parillinen
vai pariton?

Matriiseista Vi ja V5 kokoa 3 x 3 tiedetddn, etta kertoessaan vasemmalta
matriisin A matriisi V; vaihtaa A :n rivien 1 ja 2 jarjestyksen ja Vs rivien
2 ja 3 jarjestyksen. Millaisen rivien permutoinnin silloin tuottavat V,; Vs ja
V, V.7 Méarita myos Vi ja Vg sekd mainitut tulot.

a) Olkoon A = (a;;) kokoa n x n ja D = diag{d;, i = 1...n}. Méaarita
matriisien AD ja DA alkiot.
b) Olkoon n,k € N, n > 2, k <n, A = (a;;) kokoa n x n, a; = a # 0 kun
i £k, apgy =bF#0, a;, =c#0kun i > k ja a;; = 0 muulloin. Maarita
kidnteismatriisin A~! alkiot.

Maarita seuraavien kolmiomatriisien kidéanteismatriisit ratkaisemalla yleinen
lineaarinen yhtaloryhma, jonka kerroinmatriisina on ko. matriisi.

30 -1 1
40 0

30 02 11

a){—f) 2} b) _3?_? oo -1 2

00 02
100 0 0] 100 0 1] 100 0 0]
11000 01001 11000
d) (01100 e) (00101 f) 11100
00110 00011 11110
000 1 1] 000 0 2 111 1 1]

(*) Nayta Lauseeseen X.2.6 vedoten, etté neliomatriiseille patee:

a) AB sdannollinen = A ja B sddnnolliset.
b) A24+3A+2I=0 = A sdannollinen.

(*) Néayta, ettd on olemassa permutaatiomatriisit U ja V siten, ettd patee

0210 1 2 2 2

0100 01 2 2
A= 2 2 21 =U 001 2 V.

12 20 0001

Laske kisinteismatriisi A~! tdmén tiedon avulla. Tarkista, etti AA™! = 1.

(*) Olkoon a,b € R ja b # 0. Naytd matriisialgebran avulla, ettd pétee:
Differentiaaliyhtalolld 3”4+ ay’ +by = 2% on yksittiisratkaisuna polynomi
astetta 100.



Pitkaranta: Calculus Fennicus

X.3. Gaussin algoritmi

kuormitus ristikkorakenteessa, vrt. Luku X.8), niin Gaussin algoritmin eliminaa-
tiovaiheen toistaminen pystytadn valttdméan pelkdn LU-hajotelman avulla: Kun
hajotelman matriisit L ja U tallennetaan, niin yhtaloryhmé Ax = b voidaan
purkaa kahdeksi perédkkaiseksi yhtaloryhmaksi:

LUx=b <«

Ly=b, Ux=y.

Néama ratkeavat eteen- ja takaisinsijoituksilla, jolloin yhtaloryhmén ratkaisemisen
tyoméiriksi tulee W ~ n? (ks. Harj.teht.5b). Jos A™! olisi tallennettu, olisi
tyomadra sama, joten kddnteismatriisin laskemisella ei voiteta mitdan (!).

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Kirjoita seuraavat yhtaloryhmat taulukkomuotoon ja ratkaise Gaussin al-
goritmilla. Laske my6s kerroinmatriisien LU-hajotelmat.

2. Olkoon

{

p

r+y=33
2z 4+ 4y = 100

r1+3xy —x3 =4
—.’,171—|—.§U2+2.CL’3:7
2l‘1+6l‘2+2l‘3 :20

$1+l‘2+2l‘3:—1
—x1 + 29 =1
3.T1—.T2+3373:—3

2[L‘1—l‘2:1

—1’1—|—2.’E2—I‘322

—1’2—|—2.T3—.I‘4I—1
—$3+2l‘4:1

1 2 31

21 11

A=11 21 0

011 2

r+ay =1
b) {aaz+y:2 (a# 1)

r1+2x5+3x3=1
d) SL’1+.T2—SL’3:2

ZL‘1—6[L‘3:4

$1—[L‘2+4[E3:8
f) $1—2.T2+3SL’3:O
—2371—|—4.T2 —5373 =38

2[L‘1—[L‘2—l‘4:—4
h) —1’1—|—2.T2—.I‘3:1
—1’2—|—2.T3—LU4:4
—$1—l‘3+3l‘4:10
1 5
1 3
Y b1: 1 Y b2: 4
1 0

Ratkaise Gaussin algoritmilla yhtaloryhméat Ax = by ja Ax = by ja laske
matriisin A LU-hajotelma.

691



X.3. Gaussin algoritmi Pitkdranta: Calculus Fennicus

3. Olkoon

692

A:

ol e
N = OO

1
2
0
1

_ O = O

Laske kidnteismatriisi A~ Gaussin algoritmilla

a) ratkaisemalla yhtiloryhmé Ax = b yleiselld b € R* (symbolinen lasku),
b) ratkaisemalla taulukkomuodossa yhtéloryhmét Ax =e;, i =1...4

Néyta, ettd jos lineaarisen yhtaloryhmén kerroimatriisi A on symmetrinen,
niin Gaussin algoritmi sailyttdd symmetrisend sen matriisin osan, johon
eliminaatio ei ole vield edennyt, ts. (k — 1):n eliminaatioaskeleen jélkeen
patee

ay;_l) = al(-f_l) Vi, g > k.

Padttele, ettd Gaussin algoritmin vaatima laskutyé on symmetrisen ker-
roinmatriisin tapauksessa W = ¢ n® + O(n?).

Olkoon A, B matriiseja kokoa n xn, L, U ala- ja ylakolmiomatriiseja samaa
kokoa ja b € R"™. Nayta oikeaksi seuraavat laskuoperaatioiden tyomaéaaria
koskevat arviot (tyoyksikké = kertolasku + yhteenlasku).

a) A b — Ab n*+ O(n)
b) L,b — L' 1n*+0(n)
c) A/ B— AB n® + O(n?)
d) L, U~ LU in® +0(n?)

(*) Néyta, ettéd laskuoperaation A — A1 tyoméird Gaussin algoritmin eri
vaihtoehdoissa on (A kokoa n x n, tyoyksikké = kertolasku + yhteenlasku)
a)  [A|I] = [I|A']  »*+0(®
b) A— A =U 'L n® + O(n?)



Pitkaranta: Calculus Fennicus

X.4. Tuettu Gaussin algoritmi

HARJOITUSTEHTAVIA

1. a) Néytd, ettd tuetun Gaussin algoritmin kuluessa suoritetut tukioperaa-
tiot (rivien ja sarkkeiden vaihdot) voidaan suorittaa ennen eliminaatioita
lopputuloksen muuttumatta.

b) Olkoon A matriisi kokoa n x n ja olkoon Aj matriisi kokoa k x k, joka
koostuu A:n alkioista a;;, 1,5 = 1...k. Néytd, etta yhtdloryhméd Ax = b
ratkeaa Gaussin algoritmilla ilman tukioperaatioita tdsméilleen kun Ay on
sdannollinen matriisi jokaisella k =1...n.

rita ratkaisut tai totea ratkeamattomuus:

a)

—_ == O

1

_ W

—_ O = = O

T

<

2 3
21
11

N O ==

_ o O = O
N O~ N~
OO O~ O
N — /= = = O

LW W NN O

T
T2
T3
Ty

a1
o)
I3
Ty
s
Te

011
b) |1 21
2 4 2

_ O O N ==

T
T2
xs3

Muunna singulaariseen perusmuotoon tuetulla Gaussin algoritmilla, ma&-

3. Maarita A:n sadnnollisyysaste, kaikki yhtaloryhméan Ax = 0 ratkaisut seké
tulohajotelma A = VILUWT, kun A =

a)

2
—4
2

1
2
1

SO = W

1
2
0
2

)

1
b) |2
3

_ O N =

O ==

W N =

—_ o N =

DO =

—_ = = =

1

2

3

-2 1 0
2 -1 1

-4 2 4
1 -1 -1
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X.4. Tuettu Gaussin algoritmi

Pitkiaranta: Calculus Fennicus

4. Saata seuraavat yhtaloryhmét tuetulla Gaussin algoritmilla singulaariseen
perusmuotoon. Maarita ratkeavuusehdot ja yleinen ratkaisu sekéd edelleen
kerroinmatriisin tulohajotelma A = VILUWT,

a1 by

To| = |bo

T3 _b3

2 2 I

0 4 To
-2 =2 T3
-3 -3 Ty
-2 =2 i Ty

b)

o W= O

—4
2
-2
0

— N O

-3

1
-3
-1

T by
To| by
3| |bs
Ty by

5. Muunna singulaariseen perusmuotoon ja ratkaise, mikali mahdollista:

a)

6. Olkoon a) A

— W N

10 4
-1 3 4
2 9
4 6| |
6 8| |™2
1 1| L'
1 4 7
2 3 —6
0 11 8
1
— |2
3

al 1 2 1
T3 3 5
9 21 4]
9 6 3 8
~ |4 1y 9 7 Y| =
1 2 1 3| L%
—3 41 1
1 213
—5 3 5
Ty
2 3 4 1 35
341, b)A=|3 -2 7
41 2 9 -5 9

1
}: 4
—2
0
4
1
1
—2
5
7

Maaritd Gaussin algoritmilla ratkeavuusehdot ja yleinen ratkaisu yht&lo-
ryhmille Ax =b (b € R?) ja ATx=b (b € RY).
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Pitkaranta: Calculus Fennicus X.5. Determinantti

Cramerin saanto

Determinantin muista kiyttémuodoista on syyté vield mainita (ilman todistusta,
ks. Harj.teht. 11) seuraavat kaksi laskusédantoa.

LAUSE X.5.7 (Cramerin' sé&nt6) Jos A on sidinnéllinen nelidmatriisi kokoa
n X n, niin yhtaloryhmén Ax = b ratkaisu on

() det A®
X = \Z;), Ty = )
det A

1=1...n,
missd A® saadaan A:sta korvaamalla i:s sarake b:ll4.

LAUSE X.5.8 Saannollisen matriisin A kaanteismatriisi on

- det A()
A-'=BT [B|,;,=(-1)" — .
) [ ].] ( ) detA

Cramerin sddnnolla on pienikokoisia yhtéloryhmié ratkaistaessa edelleen jon-
kin verran kiyttoa kéisinlaskussa. Etenkin jos kerroinmatriisin alkiot ovat koko-
naislukuja, voidaan sddnnolla minimoida (késinlaskussa vaivalloiset) jakolaskut.
Myo6s symbolisessa (késin)laskennassa Cramerin sddnnolla on kiyttod samaan ta-
paan kuin determinantilla yleensd. — Numeerisessa matriisilaskennassa sen sijaan
Cramerin saénnolld on kyseenalainen kunnia esiintyéd 'maailman huonoimpana’
lineaarisen yhtéloryhméan ratkaisualgoritmina.

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Nayté, ettd ortogonaalisen matriisin determinantilla on vain kaksi mahdol-
lista arvoa: Joko det A =1 tai det A = —1.

2. Laske Sarrus’n sadannolla:

2 3 —1 0 -2 -3 -3 7 2
a) | -1 2 0 by |1 0 —2 o) | -5 4 0
14 3 3 4 0 9 -1 —6

3. Olkoon «, 3,v € R. Laske

1 a o a+f a+28 a+38 2 a o
a) |1 B8 B2 b) | a+358 a+p a+28 c) |1 o «
1 v A2 a+28 a+38 a+p a o 1

Sveitsildinen matemaatikko Gabriel Cramer (1704-1752) oli determinanttiteorian uran-
uurtajia teoksellaan “Introduction & l’analyse des lignes courbes algébrigues” (1750).
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X.5. Determinantti Pitkaranta: Calculus Fennicus

4. Laske a) alideterminanttikehitelmallé, b) ja ¢) Gaussin algortimilla, d) mo-

lemmilla:
1 -1 0 2 5 4 2 1
2 1 0 0 2 3 1 -2
a) 1] 1 9 9 b) |5 7 —3 9
0 01 1 1 -2 -1 4
21 0 0 4 114 5
01 100 115 4
¢ 00110 d)
2 4 1 1
00 011 49 1 1
3 00 0 5
13 8 6
5. Laske det B, kin B = (—=5AA")" ja A=| —-13 -8 —4
8 5) 5

6. Madrita kaikki reaaliset tai kompleksiset A\:n arvot, joilla seuraavat matriisit
ovat singulaarisia.

- A—2 3 1
a) 2;A 6__4A b) [A-4 3 2
- A—6 A 3
1 3—X 4 1—-X -1 2
o l4-x 2 -1 ) | 1 2-x -—13
1 A—6 2 21 142
7. Olkoon ay,...,a, € R", ja maaritelldaan

b, =a;, b;=a;+pa, j=1...n, j#k,

missd 1 <k <n jaf; € R. Ndytd determinanttifunktion V' ominaisuuksien
perusteella, ettd patee V(by,...,b,) = V(ay,...,a,). Miten tdmé tulos
liittyy Gaussin algoritmiin sovellettuna matriisiin A = [a; ... a,]T ?

8. Neliomatriisi A = (a;;) olkoon kokoa n x n ja tridiagonaalinen, ts. a;; = 0,
kun |i — j| > 2. Edelleen olkoon a; = 1, ¢ = 1...n, ja a;; = A, kun
li—j| = 1. a) Néyta, ettd determinantille D,, = det A pétee palautuskaava
D, =D, 1 — XD, 5. b)Laske D,, n=2...10, kun A = 2. ¢) Jos A = 1,
niin milld n:n arvoilla A on singulaarinen?

712



Pitkaranta: Calculus Fennicus X.5. Determinantti

9.

10.

11.

(*) Néyté, ettd jos determinantti kokoa n > 3 lasketaan alideterminantti-
saannolla, niin tarvittava kertolaskujen lukumééra on

n—1
1
=nl _
W, =n! Z i
k=1
(*) Maaritelldén determinanttifunktio V(ay,...,a,) = det[a; ... a,] palau-

tuvasti kdyttden Lauseen X.5.5 ensimméistd purkusdéntod (kK = 1) sekd
saantoa det a = a determinantille kokoa n = 1.

a) Néytéd induktiolla, ettd mainitulla tavalla méaaritellylla funktiolla on de-
terminanttifunktion ominaisuudet (i)—(iii).

b) Néyté, ettd jos p = (i1,...,4,) on joukon (1,...,n) permutaatio ja
I, = [e; ...e;,], niin a-kohdan mééritelmédn mukaisesti on joko detI, =1
tai detI, = —1. Péattele, ettd edellisessé tapauksessa permutaatio p on
parillinen (eli saavutettavissa parillisella maaralla parivaihtoja) ja jalkim-
méisessd pariton — siis jokainen permutaatio on jompaa kumpaa tyyppia.

(*) Valitsemalla b = bje;, j = 1...n johda Cramerin sdénto alidetermi-
nanttisdannosta. Todista edelleen Lause X.5.8 lahtien Cramerin saannosta.
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