Vektorit ja kompleksiluvut

1.1 Vektorit

MS-A0007 Matriisilaskenta Reaalinen n-ulotteinen avaruus on joukko
1. Vektorit ja kompleksiluvut RP=RXxRx - xR={(x1,x,...,%n) | x1,%,..., % € R}.
Sen pisteet voidaan mieltdd myos (paikka)vektoreiksi, merkitdan

niita pystyvektoreina:
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1.1 Vektorit 1.1 Vektorit

Maaritellaan kaksi laskutoimitusta avaruudessa R": _ _ o _
Koordinaatisto muodostetaan kiinnittamalla origo ja kantavektorit.

i) yhteenlasku, x,y € R"; x +y € R”
i) skalaarilla kertominen, a € R, x € R"; ax € R” Kolmiulotteisessa avaruudessa siis esim. karteesinen koordinaatisto
{o,i,]j,k}, missa yksikkovektorit i, j ja k muodostavat

Alkioittain, x,y € R", o € R, ortonormeeratun positiivisesti suunnistetun kannan.

k
X1 n X1+ Wy Qaxy
X2 2 X2 + y2 ax
X = y Y = , X+y= . , X =
Xn Yn Xn + Yn QXp J
o
Vektori, jonka kaikki alkiot ovat nollia, on nollavektori. i

Kaikille x € R" patee x + (—x) = 0.
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1.1 Vektorit 1.1 Vektorit

Tasossa kantavektorit i ja j,

] . L~ (X
Tasossa: Jos a kiertyy b:n paalle vastapaivaan lyhinta reittia, on X2
pari {a,b} suunnistettu positiivisesti. .

Avaruudessa kantavektorit i, j ja k,
Avaruudessa: Jos kolmikko {a, b, c} toimii oikean kdden sdannon
{P, E, K} mukaisesti, se on positiivisesti suunnistettu. X1
r = O?ZXli—i-ng—l—Xﬂ(2 Xo
X3
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1.2 Skalaari- ja vektoritulo 1.2 Skalaari- ja vektoritulo

Olkoon {i,j, k} avaruuden ortonormeerattu kanta ja

a1 it |a||b| cos £(a,b), josa# 0,b+#0
a=ajitajtask=|ax|, b=pi+Bj+6k=|05]. a-b= 0 josa—0taib=0
o3 P3 ’
Esimerkki 3 (lasketaan luennolla)
Vektoreiden a ja b skalaaritulo (eli sisatulo eli pistetulo) on Slloon 2 =21 4 5, b= G =0 % Lade
a-b=a1p + ap + azfs. Bma-b
c-(a+b)

Vektorit ovat kohtisuorassa, jos a - b = 0, merkitdan a L b. 3a - (4c —3b)
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1.2 Skalaari- ja vektoritulo

Vektoritulo voidaan muodostaa vain (kolmiulotteisessa)
avaruudessa.

Maaritelma 4

Olkoot a, b kolmiulotteisia vektoreita. Vektori- eli ristitulo on
vektori a x b, jolle patee:

la x b| = |a||b|sin £(a, b)
Haxblaaxblb

vektorit a, b, a x b muodostavat oikeakatisen systeemin

Josa=0taib=0,onaxb=0.
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1.2 Skalaari- ja vektoritulo

Kannassa {i, j, k} vetoritulo saa nasevan muodon:
Olkoon

a = aii+ aoj+ azk,
b = A+ Bj+ Bk

Talloin voidaan suoralla laskulla osoittaa, etta

ax b= (a8 — a3f)i + (31 — a183)j + (a1f2 — 21 )k.

Myohemmin talla kurssilla opimme determinantin kasitteen ja
naemme, etta yo. voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa

i j k
axb= a1 O O3
B1 B2 B3
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Esimerkki 5

Vektorien i ja j vektoritulo i x j =k, silla
i il = lillil sin £(i,j) = 1+ 1-sin(w/2) = 1,

k on kohtisuorassa kumpaakin vektoria vastaan, ja {i,j, k}
muodostavat oikeakatisen systeemin.

Vektoritulo ei ole

m vaihdannainen: ax b =—b x a

m liitdnndinen: (ixj)xj=kxj=—-i#ix([xj)=ix0=0.
Sille kuitenkin patee

max(b+c)=axb+axc

m (ca) x b=a x (ab) = a(a x b).
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Esimerkki 6 (lasketaan luennolla)

Olkoon a=i+j, b= —i+ 2j, c = 2j+ k. Laske

axb
bxc
axc

Ratkaisu:
axb=(i+j)x(-i+2))=—-ixi+2xj—jxi+2jxj=

0-+2k —(—k)+0=3k

bxc=-2ixj—ixk+4xj+2jxk=—-2k+]j+2i
axc=2ixjt+ixk+2jxj+jxk=2k—j+i
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1.2 Skalaari- ja vektoritulo 1.3 Napakoordinaatit
Vektoreiden a ja b virittiman suunnikkaan ala on |a x b|. \
r= \/X12 + X22
(x0.30)
X1, X2
’ tangp = i—i
a r
X2 X1 = rcosy
P 2 .
>~ Xp = rsin
b ¥
X1
Ala = kanta - korkeus = |a||b|sinp = |a x b|. O
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1.3 Napakoordinaatit 1.3 Napakoordinaatit
Huom.
_ 2
Jos x = (x1,%) € R%, niin m cos(p) = cos(ip + 27) ja sin(p) = sin(¢ + 27), joten
. . argumentti on monikasitteinen (kulmaan voi lisata
x = (rcos(i), rsin(p)) = r (cos(), sin()) e i) (

Usein halutaan, etta arg(x) € [0, 2n[ tai arg(x) €] —m, 7).

miss3 r = |x| = /x? + x3 on pisteen etaisyys origosta N
m Jos x; # 0, niin

ja ¢ = arg(x) € R on x:n argumentti eli kulma x:n paikkavektorin

ja vaaka-akselin valilla. X . X
tan (arg(x)) = 22 el arg(x) = arctan 2.
Luvut X1 X1
r=|x € (0,00 . . ‘e " . .
I Rt Huomaa, etta funktion arctan “padhaara” saa arvoja vain
p=arg(x) €R valilla | =m/2, /2], joten sen antamaan kulmaan joutuu

ovat x:n napakoordinaatit. joskus lisadmaan /vahentamaan luvun 7 (piirra kuval).

m Origon vaihekulma arg(0) on “epamaarainen”.
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1.3 Napakoordinaatit 1.4 Kompleksiluvut

Luonnolliset luvut N = {1,2,3,4,5,...} ovat luonnollinen joukko
aloittaa laskeminen.

Esimerkki 8 (lasketaan luennolla)

Mitka ovat karteesisissa koordinaateissa ilmoitetun pisteen _
Jos halutaan ratkaista muotoa x + n = m, n,m € N, olevat

x = (v/3, 1) napakoordinaatit? e : < _ _ _
) yhtalot, kaipaa lukujen joukko kuitenkin laajennusta
Ratkaisu: kokonaislukujen joukoksi: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
=[] = /\/§2 11222, Tamakaan ei riita muotoa nx = m, m,n € Z, n # 0, olevien

yhtaloiden ratkaisemiseen, vaan tarvitaan laajennus
¢ = arg(x) = arctan(l/\/g) = /6. rationaalilukuihin:

Napakoordinaateissa siis x = (2, 7/6). Q= {T | m,n€Z,n# 0} )
(Tarkistus: 2 cos(7/6) = /3, 2sin(7/6) = 1.) n
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1.4 Kompleksiluvut 1.4 Kompleksiluvut

Maaritellaan imaginaariyksikkoé i olemaan luku, jolle patee
i2=—1.

Rationaalilukujenkaan joukosta ei I6ydy ratkaisua yhtildlle x% = 2.
Tata varten tehdaan viela laajennus, otetaan mukaan myos
irrationaaliluvut, jolloin saadaan reaalilukujen joukko R.

Onko kaikki nyt hyvin?

Imaginaariyksikkoa i voitaisiin siis tavallaan kutsua myos —1:n
neliojuureksi.

Maaritelma 9
Kompleksiluku on muotoa
Mika on yhtilon x? = —1 ratkaisu?
a+ib
oleva esitys, jossa a ja b ovat reaalilukuja ja i imaginaariyksikko.

C={a+1ib| a, b € R} on kompleksilukujen joukko.

N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 1. Vektorit ja kompleksiluvut 20 / N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 1. Vektorit ja kompleksiluvut




