nalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

Di alisointi
Matriisihajotelmat Uni inen diagonalisointi
SVD

Huom. SVD voidaan laskea seuraavien tietojen perusteella:
m Vain matriisi £ on yksikasitteinen (kun singulaariarvot = Matriisin ¥ diagonaalialkiot o} ovat matriisin AT A
asetetaan diagonaalille suurimmasta pienimpaan), muita voi ominaisarvojen positiiviset nelidjuuret.
1Oytya useita. m Matriisin V sarakevektorit v; (eli V' T:n rivit) ovat matriisin
m Luku ¢ > 0 on matriisin A singulaariarvo, jos on olemassa AT A yksikképituiset ominaisvektorit.
. - . . _ . T _
vektorit u ja v siten, ettd Av =ouja ATu=ov. m Matriisin U sarakevektorit u; ovat matriisin AAT
m Jos o on matriisin A singulaariarvo, niin o2 on matriisin AT A yksikképituiset ominaisvektorit.

ominaisarvo. m Jos o # 0, niin sarakevektori u; = Av;j/o;.

m SVD on olemassa myos kompleksisille matriiseille, silloin
transpoosin VT sijaan tarvitaan adjungaatti V*
(kompleksikonjugaatin transpoosi) ja U ja V ovat unitaarisia,
eli V71=v* Ul =U"

Huom. Matriisit AAT € R™<™ ja AT A € R™" ovat aina
symmetrisia, joten niilla on taysi maara ortogonaalisia
ominaisvektoreita. Koko SVD:n idea perustuu tahan.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

. . - 5/v/5 1/v/10
= kki 11 (L h = = S =
simerkki 11 (Luentoharjoitus) Nyt vy = Avy /o1 (15/\@) 75 <3/\/E . Koska o, =0,
Etsi matriisin w vektoria up ei saada samalla tavalla, vaan se taytyy laskea matriisin
A= ( El ) AAT yksikkdpituisena ominaisvektorina: AAT = < i_) 12 > ja

sen ominaisarvoa 0 vastaava yksikkopituinen ominaisvektori on
~ ([ 3/V10
Ratkaisu: Matriisin ATA = ( 1020 2= (—1/@
20 40
0, joten singulaariarvot ovat o1 = v/50, 0o = 0. Matriisin AT A A = UzvT

yksikkopituiset ominaisvektorit ovat v; = <;?£) ja - < é?\/\/% _‘;’?\/\/% > < \/? 8 > < Zﬁ _i;ﬁ > .

_(2/V5
' (Tarkista kertolaskulla!)

singulaariarvohajotelma.
o _ ) Nain ollen hajotelma on
ominaisarvot ovat 50 ja

Vo = —1/\@
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a Diagonalisoi
Matriisihajotelmat rinen diagonalisointi Matriisihajotelmat Unitaarinen gonalisointi
SVD

Esimerkki 12

Askeisen esimerkin matriisille saadaan approksimaatio

Alkuperaista n x n matriisia voidaan approksimoida SVD:n avulla
ottamalla k ensimmaista saraketta matriisista U, k x k osa 1 2
diagonaalimatriisin X vasemmasta ylakulmasta ja k ensimmaista

g;na Smatr||5|sta V', eli ensimmaista k:ta singulaariarvoa vastaava 1/\/— 3/\/— /50 0 1/\/5 2/\/5
Hus. 3/V/10 —1/y/10 0 2/v/5 —1/v/5

Huom: Singulaariarvot oli valittu suuruusjarjestykseen, 1/v/10

suurimmasta pienimpaan. ( 3§\/— ) V50 ) (1/v5 2/V5)

Nain saadaan alkuperaista matriisia approksimoiva matriisi, “jonka 1/v/10

rangi on k" . = ( 3?\/_ ) 1/10 2./10 )
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Diagonalisointi Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD SVD

Esimerkki 13

Testikuvassa on 512 x 512 pikselia, eli se voidaan esittaa

512 x 512-matriisilla, pikselin vari antaa arvon ko. alkiolle
matriisissa. Talle matriisille voidaan tehda singulaariarvohajotelma,
ja approksimoida sitten kuvaa ottamalla hajotelmasta k:ta
ensimmaista singulaariarvoa vastaava osuus. Huomataan, etta
vahempikin maara dataa riittaa kuvan esittamiseen tunnistattavasti
ja jopa silmamaaraisesti riittavan tarkasti.

Seuraavalla sivulla kuvat, kun k = 1,10, 20,50, 100 ja 200 seka
alkuperainen kuva.

N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 5. Matriisihajotelmat 28 / N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 5. Matriisihajotelmat



Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

Kun alkuperdisen m x n-matriisin sijaan kaytetdan SVD:sta k
ensimmaista singulaariarvoa, tarvittavien lukujen maara on

k + km + kn,

eli k singulaariarvoa, niista vastaavat k ensimmaista sarakevektoria
(putuus m) matriisista U ja k ensimmaista rivivektoria (pituus n)
matriisista V7.

Nelidmatriisille n x n tdm3 tarkoittaa, etti jos k < n?/(1 + 2n),
niin datan maara pieneni. Edellad kaytetylle kuvalle n = 512, joten
k < 255 vahentaa datamaaraa.
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nalisointi

Matriisihajotelmat arinen diagonalisointi

Matriisihajotelmat U en diagonalisointi

Esimerkki 14 (Luentoharjoit
On saatu seuraava singulaariarvohajotelma:

0 0 1 0 4 0 0 0 0 . LI o
0o 1 o 0 0 3 0 0 0 g 9 5 € g
0 0 0 -1 0 0 V5 0 0 1/0‘/5 g 8 ‘1) 2/0‘/5
1 0 0 0 00 0 0 0

-2/v/5 0 0 0 1/V5

Approksimoi kyseessa olevaa matriisia kahden ja sitten kolmen
singulaariarvon avulla. Mita saat? Miksi? Laske myos alkuperainen
matriisi.
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Esimerkki 15

Kaydaan lapi SVD:hen perustuva hahmontunnistusdemo
Matlabilla. Demon ohjeet ovat jaossa Noppa-sivulla, voit kokeilla
sita myohemmin itsekin.

Huomattiin siis, ettd SVD:n avulla voidaan poimia datasta
olennainen ja paasta turhasta “kohinasta” eroon, pienentaen
samalla kasiteltavaa datamaaraa merkittavasti.

SVD:n muut sovellukset jatamme myohempiin kursseihin, tama
kurssi paattyy tahan!
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