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1.3 Napakoordinaatit 1.4 Kompleksiluvut

Luonnolliset luvut N = {1,2,3,4,5,...} ovat luonnollinen joukko
aloittaa laskeminen.

Esimerkki 8 (lasketaan luennolla)

Mitka ovat karteesisissa koordinaateissa ilmoitetun pisteen _
Jos halutaan ratkaista muotoa x + n = m, n,m € N, olevat

x = (v/3, 1) napakoordinaatit? e : < _ _ _
) yhtalot, kaipaa lukujen joukko kuitenkin laajennusta
Ratkaisu: kokonaislukujen joukoksi: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
=[] = /\/§2 11222, Tamakaan ei riita muotoa nx = m, m,n € Z, n # 0, olevien

yhtaloiden ratkaisemiseen, vaan tarvitaan laajennus
¢ = arg(x) = arctan(l/\/g) = /6. rationaalilukuihin:

Napakoordinaateissa siis x = (2, 7/6). Q= {T | m,n€Z,n# 0} )
(Tarkistus: 2 cos(7/6) = /3, 2sin(7/6) = 1.) n
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Maaritellaan imaginaariyksikkoé i olemaan luku, jolle patee
i2=—1.

Rationaalilukujenkaan joukosta ei I6ydy ratkaisua yhtildlle x% = 2.
Tata varten tehdaan viela laajennus, otetaan mukaan myos
irrationaaliluvut, jolloin saadaan reaalilukujen joukko R.

Onko kaikki nyt hyvin?

Imaginaariyksikkoa i voitaisiin siis tavallaan kutsua myos —1:n
neliojuureksi.

Maaritelma 9
Kompleksiluku on muotoa
Mika on yhtilon x? = —1 ratkaisu?
a+ib
oleva esitys, jossa a ja b ovat reaalilukuja ja i imaginaariyksikko.

C={a+1ib| a, b € R} on kompleksilukujen joukko.
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Olkoot z = x + iy ja w = a + ib kompleksilukuja.
Samaistetaan vektori (x,y) € R? ja kompleksiluku x +iy € C, eli T3lléin lukujen w ja z summa on
R?> = {(x,y): x,y €R} w+z = (a+ib)+(x+iy)
~2C = {x+iy: x,y € R}. (a+x)+i(b+y),
erotus
: : w—z = (a+ib)— (x+1iy)
Esimerkki 10 (lasketaan luennolla) — (a—x)+i(b—y),
Piirra kompleksiluvut 1 4+ 2i, 2 —1i, i, —2 ja —3 — 2i ja tulo

koordinaatistoon.
wz = (a+ib)(x +iy)

= ax+aiy +ibx+ibiy (Muista: i2 = —11)
= (ax — by) +i(ay + bx).

Tulkitsemalla kompleksiluvut tason vektoreiksi nahdaan heti, miten
niiden yhteenlasku pitaa suorittaa.
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Esimerkki 11 (lasketaan luennolla)

Olkoot w =2 +2i jaz=2—1i. Laske w+ z, w — z ja wz.
Tarkista piirtamalla kuvat. w=2+2i wz =6+ 2i

Ratkaisu:
w+z=4+1

whz=(2+2)+i(2—1)=4+i,
w—z=(2-2)+i(2-(-1)) =3,
wz = (2)(2) - Q)(~1)) +1 (2)(~1) + (2)(2)) = 6 + 2L

z=2-—1
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Maaritelma 12

Luvun z =z +1i z € C reaaliosa on Re(z) ==z € R ja
imaginaariosa on Im(z) := z, € R.

Luku z = z; —1 z = Re(z) —iIm(z) on luvun z
kompleksikonjugaatti.

Maaritelma 13 (Itseisarvo ja argumentti)

Jos z =z +iz € C, olkoon

|z| := /22 + 22 ja arg(z) = arg((z1, 2)).
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Esimerkki 14

Nyt |z| = |z| ja arg(z) = — arg(z), joten zz = |z|2.
Tarkistus:

2z =(z1—izn)(z +izn) = (2 + 22) +i(z122 — 2221) = |2|2.

Huom. Jos 0 # z € C, niin

z = |z ﬂ—kiﬁ
|z |z|

— |2/ (cos() +1 sin())

missa ¢ = arg(z).
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Kaanteisluku:
Kompleksiluvun z = x 4 iy kaanteisluvulle saadaan laskusdantojen

avulla muoto

1 z X — 1y X .y

= = = — ,
z 72z x2+y? xX24y? x4 y?

jos z # 0. Yleisemmin kompleksiluku w/z voidaan sieventaa
muotoon a + ib laventamalla se nimittajan liittoluvulla z:
w

L /1,2
S = W;—WZ/‘Z‘.

Siis |w/z| = |w|/|z| ja arg(w/z) = arg(w) — arg(z).
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Esimerkki 15

2431 (2+30)(4+5) -—7+22 722,

4—5i (4—5i)(4+51) 41 = a1 Tt

Esimerkki 16

Jos n € Z, niin |2"] = |z|" ja arg(z") = narg(z).

Tapauksessa z = cos(p) + isin(¢) saadaan de Moivren kaava:

(cos(ip) +isin(¢))" = cos(ny) + isin(nyp).
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Tekniikassa kompleksiluvut kirjoitetaan usein ns. polaarimuodossa
re'?.

Tama tarkoittaa tason pistettd, jonka napakoordinaatit ovat (r, ¢).
e'? on yksinkertaisesti lyhyempi merkitatapa kompleksiluvulle
cos @ +isin . Siis

re¥ = r(cosy +ising)
= rcosy+irsing
= x+1iy.

Fakta e'? = cos ¢ + isin ¢ voidaan osoittaa esim. sarjakehitelmien
avulla, tama tehdaan kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 1.
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Seuraava tulos on seurauksiltaan jarisyttava (vaikkei ehka heti
uskoisi). Sen mukaan ei-vakiolla polynomilla on nollakohta:

Lause 18 (Algebran peruslause)

Olkoon p : C — C polynomi eli

n
p(z) = Z az¥,
k=0

missa ax € C ja a, # 0.
Jos n > 1, niin p(w) = 0 jollakin w € C.
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Esimerkki 17

Mitk3 kompleksiluvut toteuttavat yhtilén z3 = 17

Vastaus: Ratkaise kirjoittamalla luvut polaarimuodossa z = re'¥,
1 =1e"" n e Z. Talldin yhtilé saa muodon

(rel<p)3 — r3el3<p — le1n2ﬂ"

josta r3 =1 ja 3¢ = n2m. Yhtilon toteuttavat siis pisteet, joille

r=1]ja g0:n§7r, nez, eIiz=1,z=—%+‘/7§ija
z= —% — \/T§i. Nama kolme pistetta sijaitsevat tasavalein

yksikkoympyralla.
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Seuraus: Jos polynomi p on kuten edelld, niin
p(z) =an(z—n)(z—r)---(z—r),
missa r, ra, ..., rm € C.

Esimerkki 19

p(z) =22 +1=(z—i)(z+1i)
eli polynomin p juuret ovat —i,i € C (eivat reaalisia!).

Esimerkki 20 (lasketaan luennolla)

Etsi polynomi, jolla on seka reaalisia etta imaginaarisia juuria.
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Esimerkki 21 (lasketaan luennolla)

Neliojuuri voidaan laskea seuraavasti: +/—8 + 6i = x + iy

Etsi polynomin p(z) = z% + (1 — 5i)z — (4 + 4i) juuret. korotetaan puolittain neliéon, jolloin saadaan
. ) . ) —8 4 6i = x? + 2ixy — y?. Ratkaistaan yhtaléryhmai
Ratkaisu: Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan
X2 o y2 —_8§
. - : 2xy =6
—(1 —5i) £ /(1 — 5i)2 — 4(—4(1 +1))
z =
2 (taululla) ja saadaan ratkaisuiksi x =1, y =3 jax = -1, y = -3,
_ 5i—1++1-10i—25+16i+ 16 eli /=8 + 6i = (1 + 3i).
2 Nain ollen polynomin nollakohdat ovat z = =243 — _1 4§ j
5i—1+/—8+ 6 5 SimLE(143) _ 4
= - 2 - -
2
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Huom. Neligjuuri voitaisiin laskea myos samalla idealla kuin
kompleksiluvun potenssi aiemmin, eli muuntamalla —8 + 6i
polaarimuotoon, ottamalla sitten neliojuuri (\/reT@ = rl/zei‘p/z) ja
muuntamalla lopuksi takaisin kompleksimuotoon.
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