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Lineaarinen yhtaloryhma matriiseilla

2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa

MS-A0007 Matriisilaskenta Tarkastellaan esimerkkina lineaarista yhtaloparia

2. Lineaarinen yhtaloryhma matriiseilla

2X1—X2:1
X1+ xp = b.

Nuutti Hyvonen, (©Riikka Kangaslampi
Matriisimuodossa tama kirjoitetaan Ax = b, missa

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos A 2 -1 X1\ . b 1 I
“liani = , X = a = , €ll
Aalto-yliopisto 1 1 X0 J 5

2.11.2015 ( - ) (ﬁl) N <é> '

N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 2. Lineaarinen yhtaloryhma matriiseilla / 32 N. Hyvénen, ©R. Kangaslampi 2. Lineaarinen yhtaloryhma matriiseilla

Yht&léryhma matriisimuodossa

Yht&léryhma matriisimuodossa . . - . -
Lineaarinen yhtaléryhma matriiseilla -
? ? Gaussin eliminaatio

Lineaarinen yhtaléryhma matriiseilla =
J Gaussin eliminaatio

2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa 2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa

Yleisesti: Lineaarinen yhtaloryhma Ax = b, missa annettuina ovat
A= (aj) e R™" jab=(b1,...,bn) € R™, ja halutaan ratkaista

Tulkinta 1: kumpikin yhtiloparin yhtilo kuvaa suoraa tasossa R?, x=(x1,...,X) € R™

ja mahdollinen ratkaisu x = (x1, x2) on suorien leikkauspiste.
aix1 +axe + ...+ ainxy, = b

Tulkinta 2: matriisi A maarittelee kuvauksen (= funktion)

e . ax1xy + anxo+ ...+ amx, = b
R? — R?, x > Ax. Halutaan Ioytia piste x € R?, jolle Ax = (1,5). 217 T 92272 2n%n 2

am1X1 + amexo + ...+ amnXn = bm.
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2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa 2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa

Esimerkki 1 (lasketaan luennolla)

1 -3
Olkoon A = 3 5 |. Miéritelldan kuvaus T: R? — R3
Tulkinta 1: kukin rivi ag1x1 + ... + agpxn = bk (1 < k < m) on -1 7
yhtalo hypertasolle avaruudessa R". (Suora, kun n = 2; taso, kun saannolla T(x) = Ax, ts.
n = 3.) Mahdollinen ratkaisu x € R" on kaikille hypertasoille (m -
kpl) yhteinen piste. N X1 5=
T(x)=Ax = 3 5 ( > = | 3x1+5x%
Tulkinta 2: Matriisi A maarittelee kuvauksen R” — R™, x — Ax. -1 7 X2 —x1 + T

Etsitaan pistetta x € R”, joka kuvautuu pisteeksi b € R™.

a) Etsi pisteen u = (2, —1) kuva T(u).

)
b) Etsi x € R? siten, ettd T(x) = (3,2, -5).
c) Loytyyko b-kohdassa useampia ratkaisuja?
d) Loytyyko pistettd x € R? siten, ettd T(x) = (3,2,5)?
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2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa 2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa

Tarkastellaan hieman laajempaa esimerkkia. On annettu kolme

R3:n vektoria: Kirjoitetaan tama yhtaloryhmaksi:
1 2 3 x1 + 2x + 3x3 =1
aa=1|-2], aa=14]|, az=| 8 |. —2x1 4+ 4x 4+ 8x3 =06
3 6 11 3xq + 6x0 + 1llx3 =7
1 Etsitaan siis toisaalta kolmen tason leikkauspisteita.
Etsitaan vektorin b = | 6 | esitys vektoreiden {a;, az,as} avulla. Sama matriisimuodossa Ax — b:
7
Tarkasteltavana on siis yhtalo 123 X1 1
-2 4 8 X2 = 6
aixy + axxy + aszxz = b, 3 6 11 X3 7
TAF x b

missa x1, X2, x3 € R ovat tuntemattomia, jotka on tarkoitus
ratkaista, jos mahdollista.
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2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa 2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa

Siis: Mita tiedamme ratkaisujen lukumaarasta?
1 2 3 X1 1
_2 4 8 x| =16 Ratkaisuja voi olla

6 11 X3 7 0 kpl: Tasot eivat leikkaa, eli A ei kuvaa mitaan vektoria b:lle.

1 1 kpl: Tasot leikkaavat yhdessa pisteessa, eli {a;, a2, a3} on
— —2 x1 + 4 Xo + x3= 16 kanta.
7 oo kpl: Tasot leikkaavat pitkin suoraa/tasoa, eli " A:n ydin on
ei-triviaali”.

x1 + 2x + 3x3 =1
<= —2x1 + 4x + 8xz3 =06
3x1 + 6x0 + 1llx3 =7

Hyodyllinen kasite on A:n kuva-avaruus R(A), jonka alkiot ovat
kaikki vektoreiden aj, ap, a3 lineaarikombinaatiot. Jos ratkaisua ei
ole olemassa, tulkitaan, ettd b ¢ R(A).
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2.1 Yhtaloryhma matriisimuodossa 2.2 Gaussin eliminaatio

Perinteisesti yhtaloryhmat ratkaistaan lisaamalla ja vahentamalla

yhtaloita toisistaan, jollakin kertoimilla painotettuina. X1 + 2% + 3x3 _ s 3 b 3
Matriisimuodossa vastaavat operaatiot voidaan tehda —2x1 +4xp +8x3 = eli -2 4 8 1|6 J+
yksinkertaisemmin merkinnoin. 3x; + 6% 4+ 11x3 = 3 6 11 |7 +

Kirjoitetaan matriisiyhtalo liittomatriisiksi 1+ 2% -+ 3x

|
A O R ~N O
=
o © N
[aary
N R ow
H 00 =
I+
L
~
| +
w

ail1 a2 ... ain by 8xp + 14x3 eli
a1 ax ... a b 2 L
[A] b] li " . &
: : e : Xi+2% = -5 12 0 _5 .
mi 3m2 - amn |bm 8 = 20 el 080 |—20 m—z
Suoritetaan sitten ratkaisu Gaussin algoritmilla: X3 = 2 0 01 2
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2.2 Gaussin eliminaatio 2.2 Gaussin eliminaatio

Esimerkki 2 (lasketaan luennolla)

xx = 0 100 0 Etsi Gaussin eliminaatiomenetelmalla yhtaloryhman
x3 = =5/2 eli 01 0 |-5/2 6 — B A sg =0
X3 = 2 0 01 2 2X2 — 8X3 =38
Ratkaisu on siis x = (x1, x2, x3) = (0, —5/2, 2). —4x; + 5% + 9x3 =-9
(Tarkista sijoittamalla!) _
ratkaisu.

Tama piste on alkuperaisten tasojen ainoa leikkauspiste.

Se on myos piste/vektori, jonka matriisi A kuvaa Vastaus: . 29

pisteeksi/vektoriksi b. xl _ (16

Toisaalta, nama kertoimet ovat vektorin b koordinaatit, kun se x2 3
3

ilmoitetaan kannassa {aj,az,as}, eli0-a; — gaz +2a3z =b.
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2.2 Gaussin eliminaatio 2.2 Gaussin eliminaatio

Gaussin eliminaatiomenetelmassa lineaarinen matriisiyhtalo Ax = b

kirjoitetaan liittomatriisina [A | b], jota muokataan rivioperaatioin: Esimerkki 3 (lasketaan luennolla)
lisamalla (painotettu) rivi toiseen riviin Etsi virrat /1, b ja jannite E.
— vastaa (painotetun) yhtalon lisidmista toiseen
vaihtamalla kahden rivin paikkaa keskenaan h 3Q 20 T

— vastaa yhtaloiden paikan vaihtoa

+ + +
kertomalla yksittéinen rivi vakiolla ¢ # 0 6oV () sov () e(D
— vastaa yhden yhtalon kertomista vakiolla ¢ # 0 - - 134 -
A

Jos lineaarisesta yhtalosta Ax = b saadaan rivioperaatioin Cx = d, | —  —
merkitaan 1Q 3Q
[Alb] ~ [C|d]
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2.2 Gaussin eliminaatio

2.2 Gaussin eliminaatio

Ratkaisu: Kirchhoffin virtalain mukaan virtapiirissa tiettyyn Matriisimuodossa

pisteeseen tulevien ja siita lahtevien virtojen summa on sama, joten

piirin ylareunan keskella olevassa risteyksessa taytyy patea 1 -10 h —13
h + 13 = I, (A). Kirchhoffin jannitelain mukaan potentiaalierojen g g (1) Ié = _850

summan virtapiirin ympari taytyy olla nolla, joten vasemman
puoleisesta piiristd saadaan 60 = 3/; + 80+ /; (V) ja oikeasta

. . Gaussin eliminaatioaskeleilla tama saadaan muotoon
E = -2l — 3k +80 (V), kun muistetaan, ettd vastuksen

aiheuttama potentiaalin muutos on U = R/. Saadaan siis 1 00 I -5
yhtaloryhma 010 I = 8
0 01 E 40
h—h=-13
41, = —20 (Huomaa, ettd kahden ylimman rivin jarjestysta on vaihdettu!).
51, + E = 80 Vastaus on siis 1 = —5A, b = 8A ja E = 40V. Olisikin ndemma

kannattanut valita virran /1 suunta toisin pain.
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2.2 Gaussin eliminaatio 2.2 Gaussin eliminaatio
5 5 Ennen kuin sijoitamme liittomatriisiin oikealle puolelle vektorin
Esimerkki 4 1 by
Etsi yhtaloryhman kaikki ratkaisut, kun b= [ 6|, suoritetaan eliminaatioaskeleet yleiselld b = | b,
7 b3

x1 + 20 + 3x3 + 4x4 =1

21 + 4 + 8x3 + 10xq =6 <= Ax=b 12 3 4 |b 5 __3
3 + 6xo + llx3 + 14xq =7 24 8 10 |b j+
3 6 11 14 |bs +
Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtalo matriisimuotoon Ax = b, eli
1 2 3 4 by
;lzl g 140 2 = é ~10 0 2 2 |bh—2b 1—1
3 6 11 14 2 7 0 0 2 2 |b3—3by| <+
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