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Ratkaisu: Kirchhoffin virtalain mukaan virtapiirissa tiettyyn Matriisimuodossa

pisteeseen tulevien ja siita lahtevien virtojen summa on sama, joten

piirin ylareunan keskella olevassa risteyksessa taytyy pated 1 -10 h —13
lh + 13 =k (A). Kirchhoffin jannitelain mukaan potentiaalierojen 4 0 0 bl ={-20
summan virtapiirin ympari taytyy olla nolla, joten vasemman 0 5 1 E 80

puoleisesta piiristd saadaan 60 = 3/; + 80 + / (V) ja oikeasta

. . Gaussin eliminaatioaskeleilla tama saadaan muotoon
E = -2l — 3k +80 (V), kun muistetaan, ettd vastuksen

aiheuttama potentiaalin muutos on U = RI. Saadaan siis 1 00 h -5
yhtaloryhma 010 b = 8
0 01 E 40
h—h=-13
45 = —20 : (Huomaa, ettd kahden ylimman rivin jarjestysta on vaihdettu!).
5l + E = 80 Vastaus on siis ; = —5A, b = 8A ja E = 40V. Olisikin ndemma

kannattanut valita virran /1 suunta toisin pain.
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Esimerkki 4 Ennen 1kum sijoitamme liittomatriisiin oikealle puolelle vek[tjc:rln
Etsi yhtaloryhman kaikki ratkaisut, kun b= [ 6|, suoritetaan eliminaatioaskeleet yleisella b = | by
7 b
x1 + 20 + 3 + 4xg =1 3
23 + 4 + 8x3 + 10xx =6 <= Ax=Db 1 2 3 4 |b 2 -3
3x1 + 6x0 + 1llx3 + 1l4x4 =7 2 4 8 10 |b 1+
3 6 11 14 |bs +
Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtalo matriisimuotoon Ax = b, eli
1 2 3 by
12 3 4 - 1 ~10 0 2 2 |bp—2b| —-1
2 4 8 10| 2] =6 0 0 2 2 |bs—3b 1+
3 6 11 14 3 7
X4
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Palataan sitten annettuun vektoriin b, jolloin saadaan

1 2 3 4 by
~10 02 2 | b—2b r-6-1
0 000 |b3—by—h
1201 |-5
~10 011 2
Jotta viimeiselle riville ei syntyisi ristiriitaa, on padettava 000 0 0
bz — bo — by = 0. Tama on konsistenssiehto.
Annetulla vektorilla 7 — 6 — 1 = 0, joten ristiriitaa ei synny. Matriisi A on nyt saatettu redusoituun porrasmuotoon. Tama

tarkoittaa muotoa, jossa jokaisen rivin ensimmainen nollasta
poikkeava alkio on 1 ja alemmalla rivilla on alussa nollia aina
useampi kuin ylemmalla.
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Jaetaan muuttujat Helpoiten loppu onnistuu kirjoittamalla ongelma takaisin

a) kiinnitetyiksi (x1,x3) yhtaloryhmaksi

b) vapaiksi  (x2, x4) x]+20+7=-5
Miksi n3ma nimet? X3+T=2
Vapaat voi korvata parametreilla ja ratkaista kiinnitetyt niiden Tasta saadaan ratkaistua kiinnitetyt muuttujat x; ja x3 vapaiden
avulla. avulla:
Olkoon xo = 0, x4 = 7, 0,7 € R. Ratkaistavana on siis x=-5-20-17
x3=2—7T
X
1201 ! -5 . . o
00 1 1 o B 5 Kun lisaksi muistetaan, etta xo = ¢ ja x4 = 7 ovat mielivaltaisia
000 0 X3 o 0 ) reaalilukuja, ndhdaan, etta yhtalot ratkeavat milla tahansa
T lukunelikolla x1, x2, X3, X4, joka on muotoa
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. . . . . 0
xx1=-5-20—-7 Huom. Vapaiden muuttujien kerroinvektorit o |J2 1
Xp =0
) . g . e 0 1
xX3=2—T ratkaisevat yhtalon Ax = 0, eli samaa matriisia vastaavan
Xa =T homogeenisen yhtalon. Myos kaikki niiden lineaarikombinaatiot

L. .. A ratkaisevat homogeenisen yhtalon.
missa o, 7 € R.Toisin sanoen, kaikki muotoa & y

Sanotaankin, etta matriisin A ydin on yhtaloryhman Ax =0

—5 -2 -1 ratkaisuiden kantavektorien joukko, eli tassa tapauksessa
X = 0 +o L +T 0 o,T€R
- 2 0 -1’ ) ; ) -1
0 0 1 N(A) = é , _01 L dimA(A) = 2.
olevat vektorit toteuttavat siis alkuperaisen yhtalon Ax = b, eli 0 1

ratkaisuita on aareton maara.
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Esimerkki 5 (lasketaan luennolla) Lineaarinen yhtaloryhma Ax = b, missa A on m x n-matriisi,

Sl i Bl voidaan aina saattaa muotoon

c
() ’
24 — xx — 23 — x =0 missa | on r X r-identiteettimatriisi, F on r x (n — r)-matriisi, ¢

on r-vektori ja ¢, on (m — r)-vektori.
Ratkaisuiden lukumaaralle saadaan ehdot: Jos

I F
—-X1 + X2 — X3 + 3X4 =0 0 0
3x1 + X — X3 — Xg =

kaikki ratkaisut.

1

Vastaus: X — o -1 @ €eR. r<mja cjz #0 . Iukum{a:z:{rz:{ on 0
1 (r=mtaico=0)jar=n Ilukumaara on 1
1

(r=mtaico=0)jar<n lukumdari on oo
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Ratkaisu: Tasapainotilassa hiilisektorin vuosituotannon arvo pp on

Esimerkki 7 (lasketaan luennolla) yhta suuri kuin sen menot. Menot koostuvat siita, etta ostetaan
R . . e e e R . 40% sahkosektorin tuotannosta ja 60% terdssektorin tuotannosta.
Eras yksinkertainen talous koostuu hiili-, sahko- ja terassektoreista. S"? ] /o
iis:

Sahkosektorin tuotannosta myydaan 40% hiilisektorin kayttoon,

50% terdssektorin kdyttdon ja loput jad omaan kayttoon. P = 0.40ps +0.60p:.

Hiilisektorin tuotannosta sdahkdteollisuus ostaa 60% ja Vastaavasti sahko- ja terassektoreille:

terasteollisuus 40%. Terdssektorin tuotannosta puolestaan 60% ps = 0.60pp, + 0.20p; + 0.10ps ja pr = 0.50ps + 0.40p, + 0.20p;.
myydaan hiilisektorin kayttoon, 20% sahkdsektorille ja loput (Huomaa, ettd nailla sektoreilla osa tuotannosta menee omaan
omaan kayttoon. kayttoon!) Saadaan siis yhtdloryhma:

!\/Ierki".cé'ein s'eil?késektori.n vuosit-uot?nnc.)n arvoa ps, hiilisek.torin Ph. p, —0.40p;, —0.60p; =0

ja terassektorin p;. .E.t5| tasapainotila, jossa kunkin sektorin tulot ja —0.60p, +0.90p, —0.20p; =0

menot vastaavat toisiaan. ~0.40p, —0.50ps +0.80p; =0
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Kirjoitetaan tdma matriisimuodossa:

Esimerkki 8 (lisatehtava)

1 —-0.40 -0.60 Ph 0
—0.60 0.90 -0.20 ps | =10
—0.40 —0.50 0.80 Pt 0

Gaussin eliminaatiolla saadaan (pydristettyna kahden luvun

Fotosynteesissa kasvi muuttaa auringonvalosta saamallaan
energialla hiilidioksidia CO, ja vetta H>O hapeksi O, ja glukoosiksi
CoH120s. Reaktion kemiallinen yhtalo on siis

tarkkUUde”e) x1CO +x0H O —  x305 + x4 CgH12Og
1 —0.40 —-0.60 |0 1 0 —094 |0
~060 090 —020 [0|] ~|0 1 —o085 |of , Etsi kertoimet xi, X2, X3, X4.
—040 -050 080 0 00 0 0 Vastaus: Hiili-, vety- ja happiatomien lukumaarien taytyy pysya
joten yleinen ratkaisu on vakioina, joten yhtalon kummallakin puolella niita kutakin on sama
Ph 0.94 maara. Tasta saamme yhtaloryhman, joka ratkaistaan esim.
ps | ~p: [085], pcRR Gaussin eliminaatiomenetelmalla. Vastaukseksi saadaan
P 1 xX1=Xp=x3=067,x4=71, T €R.
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