Lineaarikuvaukset
Matriisien laskutoimitukset

Matriisialgebra

3.1 Lineaarikuvaukset

MS-A0004/A0006 Matriisilaskenta

e Lineaariset yhtalot ovat “vektoreille luonnollisia” yhtaloita, joita
3. Matriisialgebra

ratkotaan mm. sahkomagnetiikassa, mekaniikassa, tietotekniikassa,
taloustieteissa, ekologiassa jne.
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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Funktio T: R" — R™ on lineaarinen (eli lineaarikuvaus), jos
Aalto-yliopisto (i) T(u+v) = T(u)+ T(v) kaikille u,v € R"
2292015 (i) T(cu) = cT(u) kaikille c € R ja kaikille u € R".
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Huomioita

m Ehdot (i) ja (ii) voidaan lausua my6s yhdessa:

T(cu+ dv) = cT(u) 4+ dT(v) kaikille ¢, d € R ja kaikille : :
Esimerkki 2 (lasketaan luennolla)

u,veR"

Edelleen (induktiolla) Mairitelldan lineaarikuvaus T: R? — R2, T(x) = Ax, missi
T(ciur + ...+ ceuk) = a1 T(ug) + ... + ¢ T(uk) kaikille

k € N, kaikille c1,...,ckx € R ja kaikille uy,...,u, € R". A < 0 -1 >

Lineaarikuvaus sailyttaa lineaarikombinaatiot. 1 0)°

m Mielivaltaiselle u € R" patee T(0) = T(0u) =0T (u) = 0.

Maarita pisteid =(4,1), v=(2,3) ] = (6,4
Lineaarikuvaus pitaa origon paikallaan. aaritd pisteiden u = (4,1), v=(2,3) jau+v = (6,4)

kuvapisteet. Totea, ettd T(u+v) = T(u) + T(v).
m Matriisin A € R™*” maaraama kuvaus T(u) = Au on

lineaarinen (maaritelma toteutuu).

m Lineaarikuvaus R” — R™ voidaan aina esittaa
matriisikuvauksena (ndhdaan esimerkin jalkeen).
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Standardikantavektorit avaruudessa R" ovat
e; =(1,0,...,0,0), Lause 3

e; =(0,1,...,0,0), Jokainen lineaarikuvaus T : R" — R™ voidaan esittaa
matriisikuvauksena T(x) = Ax, missd matriisin A sarakkeet ovat
kantavektorien e; kuvat:

A= (T(e1) - T(en)).

e, = (0,0,...,0,1).

Identtinen matriisi |, on matriisi, jonka j:s sarake (yhta lailla rivi)
on j:s standardikantavektori:

10 00 Esimerkki 4

0 1 00 Olkoon T: R? — R3 lineaarikuvaus, jolle T(e1) = (5,—7,2) ja
Ih=(e1-e)=|: ¢ . 1 : : T(e2) = (—3,8,0). Etsitadn matriisi A € R3%2 siten, etta

00 10 T(x) = Ax kaikille x € R2.

00 01
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Esimerkki 5 (jatkuu)

Avaruuden R” suora on joukko
Koska mielivaltainen x = (x1,x2) € R? voidaan esittia muodossa

X = x1e1 + xpep ja koska T on lineaarinen, niin {uttv|teR} CR",

T(x) = T(xie1 + xoe2) = x1 T(e1) +x T(e2) missd u € R" on erds suoran piste ja v € R” on suoran
=x1(5,—7,2) + x2(—3,8,0) = (5x1 — 3x2, —7x1 + 8x2,2x7 + 0x2) suuntavektori.

Lause 6

eli sarakemuodossa
Lineaarikuvaus kuvaa suoran suoraksi.

5x1 — 3x 5 -3 X
roo=( arse | = 7 8] (%)=a
2x1 + 0xo 2 0 2

Luentoharjoitus. 0

Matriisi A on lineaarikuvauksen T esitys standardikannassa.
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Projektiomatriiseja

Kaikki tason lineaarikuvaukset (eli kuvaukset R? — R? ovat) Projektio x-akselille: [(1) 8}
m venytyksia
m peilauksia Projektio y-akselille: [8 (1)]
m kiertoja o
C Venytysmatriiseja
m projektioita
tai naiden yhdisteita. Venytys x-suunnassa kertoimella k: [g (1)]

Venytys y-suunnassa kertoimella k: [(1) ﬂ
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Peilausten matriiseja

Pyéri . .
Peilaus x-akselin suhteen: [(1) 01} yoritysmatriisi

o Matriisi )
Peil kselin suhteen: | — L © C?S(go) — sin(y)

eilaus y-akselin suhteen: | = sin(¢)  cos(yp)

0 1 pyorittaa xy-tason pistetta kulman ¢ verran origon ympari
Peilaus suoran y = x suhteen: [1 0} vastapaivaan.
Peilaus suoran y = —x suhteen: [ 1 01} Ealinerldd 7

- Matlab-esimerkki: “Talon” lineaarikuvaukset.

Peilaus origon suhteen: [ _01 _OJ
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Idea: Lineaarikuvausten laskutoimitusten avulla maaritellaan
vastaavat matriisien laskutoimitukset.

Esimerkki 8

Vakiolla kertominen ja summa. Olkoon t € R ja A, B € R™™,
Silloin tA, A+ B € R™™ ja maaritellaan

+1 -2 +3 -2 +4 -6
tA11 tAix ... tAim (—2) |: :| |: ,
—4 - -1 12
tAs1 tAx»n ... tAom o5 2 i U 5
tA = . . . , 1 -2 1 2 2 0
: : e : 3 —4( +14 8 = 7 4
Am Az oo PAnm 5 —6 16 32 21 26
A1 +Bi1 A2+ Bz ... Aim+ Bim
A1+ B A+ By ... Awm+ Bom Huom. Jotta A+ B olisi maaritelty, on matriisien A ja B oltava
A+B= : : . samankokoiset!
Anl + Bnl An2 + Bn2 cee Anm + Bnm
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Maaritelma 9
Olkoot A = (ay) ja _B_= (By). Talldéin _C_ = AB = (),

pxn nxm pxm

Olkoon F : R™ — R" ja G : R" — RP. Yhdistetty kuvaus on
mielekas vain muodossa G o F : R™ — RP.

missa
Jos F ja G ovat lineaarikuvauksia, niin G o F:kin on. n
o e Vi = Zaikﬁkj

Olkoon B kuvauksen F matriisi ja A kuvauksen G matriisi. Talloin =
GoF on

(G ° F)(X) — G(F(X)) — A(B(X)) — ABX MUlStlsaantO: C = A B .

pXm pxXn nxm

AB on matriisitulo. Huom! Matriisitulo ei ole vaihdannainen eli se ei kommutoi:

yleisesti AB # BA!
Huom! Tulo voi olla nolla, vaikka kumpikaan matriisi ei olisi
nollamatriisi!
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Olkoot

9 8
. -1 =2
B=|7 6 ja A_[—S _4}
Nyt A+ B, AB ja BB eivat ole mielekkaita (vastaavilla
lineaarikuvauksilla menisivat dimensiot solmuun tallaisista
yhdistelmistd). Kuitenkin voidaan laskea

9(—1) +8(—=3) 9(—2) + 8(—4) —~33 —50
BA= |7(-1)+6(=3) 7(-2)+6(—4)| =|—-25 —38
5(—1) +4(—3) 5(—2) + 4(—4) 17 - 26

ja
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s o [=1 —2] [-1 =2
an = [71 77 [2

_ [(—1)(—1)+(—2)(—3) (=1)(=2) + (=2)(-4)
(=3)(=1) + (=4)(=3) (=3)(=2) + (-4)(-4)

7 10

|15 22]
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Esimerkki 10 (lasketaan luennolla)

Olkoot

10 2 1] . -1 3
Sl R O B P!

Laske AB, AC, BC ja CB.
Vastaus: AB =B, AC = C (vrt. 1-x = x),

0 4 . 1 8
o S P
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Esimerkki 11
Olkoon x = (—1,—2,—3) € R3 ja lineaarikuvauksen F : R® — RR?
matriisi :
2 3 4
Ar = 5 6 7}
Silloin
[ -1
2 3 4
Arx = [5 6 7] :g

S Fx e i R -

joten F(—1,-2,—3) = Arx = (=20, —38).
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