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Olkoot
9 8
B=1|7 6 ja A:[_l _2} .
3 -4
5 4 ) ~1 —2] [-1 =2
: . e : AT =AA =
Nyt A+ B, AB ja BB eivit ole mielekkiitd (vastaavilla -3 -4 -3 -4
lineaarikuvauksilla menisivat dimensiot solmuun tillaisista D) + (=2)(-3) (-D)(-2) + (—2)(—-4)
yhdistelmistd). Kuitenkin voidaan laskea - (=3)(=1) + (—=4)(=3) (=3)(=2) + (—4)(—4)
9(—1) +8(—3) 9(—2) +8(—4) ~33 50 _ [175 ;2]
BA= |7(-1)+6(-3) 7(-2)+6(-4)| =|-25 —38
5(—1) +4(—3) 5(—2) +4(—4) —-17 —-26
ja
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3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 10 (lasketaan luennolla) Olkoon x = (—1,—2,—3) € R3 ja lineaarikuvauksen F : R® — R?
Olkoot matriisi 2 3 4
At 0 g_[2 1 o c_[-1 3 AF:567}
Tl T3 P ET 2 -2 i ]
Silloin
Laske AB, AC, BC ja CB. C_1
2 3 4
Vastaus: AB = B, AC = C (vrt. 1-x = x), Arx = g o -2
-3
BC — [g 43] ja CB= B 84] C[2(-1)+3(-2)+4(=3)] _[-20
- - 5(—1) +6(—2) + 7(~3) —38]

joten F(—1,—-2,—-3) = Arx = (—20, —38).
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Esimerkki 12 Ratkaisu: Piirretaan ensin kuvat:
Tason suorakulmion sivut ovat koordinaattiakselien suuntaisia ja , ,
sen kulmat ovat vastapaivaan lueteltuina a = (2,0), b, c = (4,4) g c=4

ja d. Suorakulmiolle suoritetaan muunnos f, joka kuvaa sen
peilatuksi nelioksi toiseen paikkaan tasossa. Suorakulmion kulmat
kuvautuvat muunnoksessa siten, etta f(a) = (0,0) ja

. . . . . . f(b) f(c)=(1,
f(c) = (1,1), sivut koordinaattiakelien suuntaiset ja kulmat ovat Ly =60

vastapaivaan lueteltaessa f(a), f(d), f(c) ja f(b). c e, ot sl
Etsi matriisi, jolla voit esittaa muunnoksen, ja selvita mika on Muunnoksen voi toteuttaa siirtamalla kuvio ensin siten, ett3 sen
pisteen (3,1) kuva muunnoksessa. piste (2, 0) tulee origoon (matriisi M), pienentamalla kuvio

puolittamalla x-koordinaattiarvot ja jakamalla y-koordinaattiarvot
luvulla 4 (matriisi My) ja lopulta peilaamalla suoran x = y suhteen
(koordinaattiarvojen vaihto keskendan, matriisi Ms).

Huom: Kyseessa ei ole lineaarikuvaus, mutta kayttamalla ns.
homogeenisia koordinaatteja eli kirjoittamalla piste (x, y)
muodossa (x, y,1) se voidaan esittdd matriiseilla!
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Matriisi, joka kutistaa puoleen x-suunnassa ja neljannekseen

Jotta saisimme myds siirron (joka ei ole lineaarikuvaus tasossa!) y-suunnassa, eli tekee operaation (x,y,1) — (x/2,y/4,1) on
esitettyd matriisilla, tarkastellaan pisteen (x, y) sijaan pistetta
. . . . . 1/2 0 0 X x/2
(x,y,1). Viimeinen koordinaatti on vain apuna mukana, kaksi
ensimmaista esittavat todellisuudessa tarkasteltavaa tason pistetta. 8 1(/)4 (1) )1/ = y{4
Nyt siirto (x,y,1) — (x — 2,y,1) voidaan esittdd matriisilla 4
seuraavasti: M.
10 -2 . D Lopuksi vield peilaus (x,y,1) — (y,x,1):
01 0 yio =1 7 010 X y
00 1 1 1 100 vl = |x
M, 0 01 1 1
~—_——
M>
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Koko operaation suorittava matriisi saadaan tekemalla nama

. Matriiseille voidaan lisaksi maaritella laskutoimitus, joka tekee
perajalkeen:

n X m-matriisista m X n-matriisin vaihtamalla rivit ja sarakkeet.

0 10} f1/2 0 0 10 -2 Maritelma 13 (Transpoosi)
M = MMMy =11 0 O 0 1/4 0 01 0
00 1 0 0 1 00 1 Olkoon A = («jj). Talléin matriisin A transpoosi on matriisi
0 1/4 0 nxm
) 162 8 _11 AT = (y5), missd v = ai
Piste (x, y) kuvautuu siis pisteeksi (y/4,x/2 — 1) ja erityisesti Yhdistetylle kuvaukselle C = AB patee CT = BTAT.

pisteen (3,1) kuva on (1/4,1/2).
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Huom.

m Jos matriisi A on kaintyva, niin myds matriisi A~! on
kaantyva, ja
Matriisi B on matriisin A kaanteismatriisi, jos (A—l)—l — A

Maaritelma 14

AB=1 ja BA=I,

L . . . . . L m Jos A ja B ovat kaantyvia matriiseja, niin myos AB on
missa | on sopivan kokoinen identiteettimatriisi. Kintyvs, ja

Kaanteismatriisia merkitaan A—L. (AB)1 = B 1Al

Lause 15

Jos kaanteismatriisi on olemassa, niin se on yksikasitteinen. m Jos A on kiintyva, niin myos AT on kiaintyvi, ja
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Kaanteismatriisin laskeminen: Olkoon A € R"*" kaantyva. : :
Miten lasketaan A=t € R"™"? Nyt AA~! =/, eli jos x; on Esimerkki 16

matriisin A~1 J:s sarake,niin saadaan n kpl lineaarisia yhtaloita Lasketaan matriisin A = E ﬂ k33nteismatriisi:
ij:ej (j:l,...,n).

Ratkotaan namia n yhtalé3 yhta aikaa Gauss-eliminaatiolla: A | b = 2 1 [ 10 |2 } | 15 0

liittomatriisi 5 3 | 01 0 3 | = 5 1
A11 A12 N Aln 10 0 ~ 2 (1) | 6 5 — 2:|
A Axp ... Ay |01 0 _O 2 | -2 1

ATl = 10| 3 -1

At A .. Am 00 ... 1 i |-

muunnetaan liittomatriisiksi [In | A ] . Siis Siten A-1 — [ 35 21] . (Tarkista kertolaskullal)

-1

Al L] ~ [ | A
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Esimerkki 17 (lasketaan luennolla) Terminologiaa:

e [ . . . T
Miks on matriisin m A on neliomatriisi; symmetrinen, jos A= A".

3 —4 2 nxn
A=1|1 3 7 m A on sdanndllinen (sanotaan myos kaantyva), jos
5 -1 1 kaanteismatriisi on olemassa, muutoin singulaarinen.

transpoosi? m A= diag(ai1, @12, .., nn)

5 5 ai; O 0 0
Esimerkki 18 (lasketaan luennolla) 0 ap 0 0
Etsi matriisien _

1 0 2 1 0 0 O‘(nfl)(nfl) 0
A= <o 1) ja B (1 3) 0 0 0 U
kaanteismatriisit. on lavistaja- eli diagonaalimatriisi.
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3.2 Matriisien laskutoimitukset 3.3 Determinantti

Idea: Matriisin A € R"*" determinantti det(A) € R ilmaisee miten
paljon matriisia vastaava lineaarikuvaus “skaalaa&peilaa”
. ] o ) avaruutta R": Kuution
m Ylakolmiomatriisi: ajjx = 0, kun j > k
m Alakolmiomatriisi: cj = 0, kun j < k [0,1]":={x e R Vj: x €[0,1]}
m A on ortogonaalinen, jos A=l = AT, . . . . . . .
& ] “n-tilavuus’ on 1 (1-til.=pituus, 2-til.=pinta-ala, 3-til.=tavallinen

Esimerkki 19 (lasketaan luennolla) tilavuus, ...) ja A:n sarakkeiden virittaman “sarmion

Laadi 3 x 3-esimerkkimatriisit ndista kaikista. Al0,1]" = {Ax e R" | x € [0,1]"}

n-tilavuus on |det(A)| (determinantin etumerkki kertoo
peilautumisista).
Determinantin laskemiseen tarvitaan nelja lakia:
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Laki 1: Esimerkki 20

det(/,) = 1.

Tulkinta 1: Identiteettikuvaus x — I(x) = x ei muuta
n-tilavuutta tai suuntia.

60 0] 10 0]
Laki 2: det [0 5 0] Z@6)5)@4)det |0 1 o 120
00 4 00 1

Matriisin sarake t — kertaistuu = determinantti t — kertaistuu.

Tulkinta 2: “Sarmion n-tilavuus” t-kertaistuu yhden sarman
t-kertaistuessa.
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