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Tavoitteena on oppia

> miten lasketaan varausjoukon sahkdinen potentiaalienergia

> mitd sdhkdpotentiaali tarkoittaa ja miké on sen merkitys

> miten varauskokoelman johonkin avaruuden pisteeseen tuottama potentiaali lasketaan
> miten tasapotentiaalipintoja kdytetadn potentiaalin havainnollistamiseen

> miten sdhkdpotentiaalia kaytetddn séhkdkentan laskemiseen
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Kasitteita

Sahkokenttad kohdistaa voiman varattuun hiukkaseen & hiukkanen liikkkuu sdhkdkentassa
=> voima tekee ty6ta hiukkaselle.

> Varauksen sahkoinen potentiaalienergia riippuu varauksen paikasta ulkoisessa
sahkbkentassa (vrt. massa gravitaatiokentassa).

> Pisteen sahkoépotentiaali (eli potentiaali) on (testivarauksen) séhkdinen potentiaalienergia
varausyksikkda kohden.

> Jannite on kahden pisteen vélinen sédhkdpotentiaaliero.
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Mekaniikkaa

Jos voima siirtda kappaleen pisteiden vélilla a — b, voiman tekema ty6 on viivaintegraali
voimasta ja siirtymasta:

b -
Wa_g.b = J F - d‘e
a
Konservatiivisen voiman tekeman tydn voi ilmaista potentiaalienergian U avulla:
Wa—p =Ua —Up = = (Up — Ua) = —AU

Huom:
> Jotta kappale siirtyisi hitaasti tarvitaan ulkoinen vastavoima.
> Jos konservatiivinen voima tekee postitiivista ty6ta, potentiaalienergia pienenee.
> Jos ulkoinen voima tekee positiivista ty6té konservatiivista voimaa vastaan,
potentiaalienergia kasvaa.
T&lla luennolla tarkastellaan paaosin konservatiivisen voiman tekemaa tyota (eli sdhkdisen
voiman tai sdhkdkentén tekemaa ty6ta).

Séhkotekniikan 6. maaliskuuta 2019

A Aalto-yliopisto ELEC-A4130 / Wallén
korkeakoulu 5(31)



Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Viivaintegraali
b = Differentiaalinen tiealkio d on vektori, joka osoittaa integrointitien
F-df="7 . o= ) ;
a tangentin suuntaan ja F on vektorikentta.
Esim: Integrointitie x-akselia pitkin Yleinen tapaus:
aé X E b
— >
Xa Xbp Cb
Xp a aé
Xa . b
(Entd jos x4 > X tai v = vakio # 0?) L F-d¢= L Fcos¢pdl
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Sahkoinen potentiaalienergia tasaisessa kentassa

+
+

> Positiivinen varaus qo varattujen johdelevyjen ‘ @ @ @
vélissg

> Sahkokentta E on homogeeninen

> Séhkévoima F = goE, voimalla on vain
y-komponentti: F = —jqoE

> Sahkokentan varaukselle tekema ty6 on E
(huomaa: df = +j dy)

qdoC d

Yy

b
Wa-p :Jﬁ . d:é = —qu(b —-a) = qud v . v by 1
a

> Tyéb eiriipu polusta = sahkdvoima on konservatiivinen = potentiaalienergia U = qoEy
jatyd Wu_p = =AU = qoEd
» U pienenee, kun varaus likkuu voiman F = goE suuntaan
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Kahden pistevarauksen sahkoinen potentiaalienergia

> Coulombin lain mukaan pistevarauksen g aiheuttama voima *h
testivaraukseen g .
) F
F= a4qo -
41rey 12 do

> qo siirtyy a — b:

7
4490 (4v _ 4490 [L_L] r
41reg ) 2 Armeg Lra

TYa

v
Waep = Jf-?dr =
Ya

> Vaite: Ty0 ei riipu reitista

Aalto-yliopisto ELEC-A4130 / Wallén
A Sahkétekniikan 6. maaliskuuta 2019
korkeakoulu 9(31)



Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Kaksi pistevarausta: yleinen tapaus

> Yleisessa tapauksessa
7
Wa_p = J Fcos¢pdl
Ya

" 1 4qo
= — = df
ra 4TTEY 12 cos ¢

> cos ¢ df = dr on siirtyma sateittdissuunnassa

1 1
= reitista riippumatta W,_jp = 4(3_?2 [T— - T—] =Uz; - Up
0 a b

< voima F on konservatiivinen (m.o.t.)

> Koska voima on konservatiivinen, jarjestelman mekaaninen kokonaisenergia (kineettisen ja
potentiaalienergian summa) sailyy (toistaiseksi kineettinen energia on ollut nolla = hitaat
siirrot)
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Kahden pistevarauksen potentiaalienergia

Kun testivaraus qo on etéisyydella » varauksesta g, olkoon potentiaalienergia

1
= 4% (= 0, kun7r — o)
41T T
U U
0 4
0 s
q ja qo samanmerkkiset q ja qo vastakkaismerkkiset
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Usean pistevarauksen potentiaalienergia

> Pistevaraukset q1, q», g3, ... etéisyyksilla 11, 7>,73,... varauksesta qo
=> (o:n potentiaalienergia

_ _4 (@Jr@ @Jr___)_ Qo <~ 4qi

+
4dteg \ 11 2 T3 41750 Ti

> Jokaisen staattisen varausjakautuman synnyttdman sahkokentan aiheuttama voima on
konservatiivinen

> Koko varausasetelman potentiaalienergia voidaan kirjoittaa muodossa

Z aidj

47760 by Yij

= summaus yli kaikkien varausparien (etaisyydet 7;;) siten, ettei varauksen itseisvuorovaikutusta
lasketa (i # j) ja kunkin parin vuorovaikutus lasketaan vain kerran (i < j)
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkoinen potentiaalienergia

Potentiaalienergian tulkitseminen

> Tahanastinen lahestymistapa: Potentiaalienergiaero on sahkdkentan varaukselle tekema tyo,
Wap =Usz—Up
> JosU, >Up, = Wy_.p >0
< Kentta tekee positiivista ty&td, kun hiukkanen “putoaa” matalampaan potentiaaliin
> Toinen lahestymistapa: Tarkastellaan, paljonko ty6td ulkoinen voima F e tekee ("me
teemme”) ty6ta varaukselle, kun ulkoinen voima siirtda varausta sahkékentassa E pisteesta
b pisteeseen a
> Jottei varaus saa kineettisté energiaa, sité siirretdén hitaasti, jolloin (tasapainotilanteen takia)
ulkoinen voima on yhta suuri mutta vastakkaissuuntainen sahkdkentan aiheuttaman voiman
kanssa
> Tallgin erotus U, — U, on ulkoisen voiman varaukselle tekema tyd (huomaa: voiman suunta ja
siirtosuunta ovat aiemmalle vastakkaiset = kaksi miinusmerkkié = lopputulos samanmerkkinen)

> Molempia l&hestymistapoja kaytetdan sahkdpotentiaalin maérittelemisessa
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaali

Sahkopotentiaali

Normalisoidaan potentiaalienergia U testivarauksella gg
Saadaan potentiaalienergia per testivarausyksikko eli sahképotentiaali eli potentiaali

U

V=—
qo

Yksikkona voltti, [V] =J/C =V

Sahkoékentan tekemé tyd Wy—.p = —AU = qo(Va — V) = qoVap, missd V,; on potentiaali
pisteessa a ja V), potentiaali pisteessa b (varaus siirtyy a — b)

Vap on pisteen a potentiaali pisteen b suhteen eli pisteiden valinen potentiaaliero eli
pisteiden valinen jannite, tulkinnat:

(I) Vap on sahkoisen voiman yksikkévaraukselle tekema tyd, kun varaus siirtyy a — b
(II) Vap on ulkoisen voiman yksikkdvaraukselle tekema tyd, kun varaus siirretaan séhkoista voimaa
"vastaan” b — a
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaali

Sahkopotentiaalin laskeminen

> Pistevarauksen tuottama potentiaali (ei riipu testivarauksesta qo)

_Uu_ 1 a
T qo Ameyr
> Pistevarausjoukon tuottama > Jatkuvan varausjakautuman tuottama
potentiaali potentiaali
U qi 1 J dg
V= V=—"-—1—7
qo 41T£0 Z 41TE() 4
(r; on varauksen q; etéisyys (r on varausalkion dgq etisyys
kenttapisteesta) kenttapisteesta)

» Huomaa: Lausekkeiden antama potentiaali havida, kun etaisyys kaikista varauksista kasvaa
rajatta; nain ei ole, jos varausjakautuma itsessaan ulottuu aarettdmyyteen (potentiaali ei

ehka havia)
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Sahkopotentiaali (YF 23)

Sahkopotentiaali

Potentiaali ja sahkokentta

> Sahkokenttd annettu = potentiaali laskettavissa sahkdkentésta

> Sahkokentan tekema tyd

> Potentiaalin maaritelmasta seuraa potentiaaliero

b
Vab=va—vb=JE"-cw7
a

> Tulos on integrointireitista riippumaton

(kun sahkéinen voima siirtda varausta)

A
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaali

Sahkopotentiaalin kaytos

» Liikutaan kohti I&hdettéd (v — 0)
> +qg:talahestyttdessa potentiaali kasvaa (on yha positiivisempi)
> —q:ta ldhestyttdessad potentiaali pienenee (on yha negatiivisempi)
> Sahkokenttd osoittaa pienenevan potentiaalin suuntaan
Sahkokentan yksikkd [E] = N/C = V/m muutos Uz — Up = q(Vg — V) = qVap
> Jos siirtyva q = 1 e ja siirtdva V;, = 1V, potentiaalienergian muutos
Us—Up =qVap =1eV = 1.6022 x 10719 (energiamitta elektronivoltti)

v
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaalin maérittaminen

Sahkopotentiaalin maarittaminen

Esimerkki: varatun johdepallon tuottama potentiaali

> Tyypillisesti on [ainakin] kaksi mahdollisuutta m&arittda sahképotentiaali:

1 d
1. Jos tunnetaan varausjakauma, V = J 4
41180 ) T

b -
2. Jos tunnetaan sahkékenttd, Vyp = Va — Vp = J E-df
a

> Johdepallolle (sédde R) annettu varaus (q) jakautuu tasaisesti pallon pinnalle, pallon
siséds@hkokenttd on nolla ja ulkokenttd on ulospain sateittainen:

E=—2 % +>R
41rEQT?
> Pallon ulkopuolella nékyy pistelahteen potentiaali
qa
= , ¥>R,
41TE0T

ja pallon sis&lla potentiaali on vakio V(R) = q/(41megR) (miksi vakio # 07?)
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaalin maérittaminen

Varatun johdepallon tuottama potentiaali

V(R)/2
V(R)/3

1R 2R 3R 14
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Sahkopotentiaali (YF 23) Sahkopotentiaalin maérittaminen

Esim: Viivavarauksen potentiaali

Aarettéoman viivaravauksen sahkokenttd on

A

2T EQY

E=

Jos piste a on etaisyydella v, ja piste b etéisyydella 7}, saadaan potentiaalieroksi

A " dy A T
ar _ n-t
21TEY Jy, ¥ 2TTEY g

b_. = b
Vab=Va_vb=J E'd‘e=J’ E’rd’y=
a Ya

= voidaan valita viivavarauksen potentiaaliksi

V(r) = A ln@
2TTE T

misséa 7y on mielivaltainen vakio. (Miksi &&rettdmyyteen ei voida valita nollapotentiaali?)

ELEC-A4130/ Wallén
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Sahkopotentiaali (YF 23) Tasapotentiaalipinnat

Tasapotentiaalipinnat ja kenttaviivat

> Sahkokenttdd havainnollistettiin kenttaviivoilla (kuvan siniset viivat)

> Potentiaalia voi havainnollistaa
tasapotentiaalipinnoilla
pinta, jolla potentiaali on vakio
kahdessa dimensiossa kartan
korkeuskayraan verrattava viiva
(kuvan katkoviivat)
> Tasapotentiaalipinnat
> eivat leikkaa tai kosketa toisiaan
(voivat leikata itsensd)
> ovat kohtisuorassa kenttaviivoja
vastaan

+ + +
(resourcefulphysics.org)
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Tasapotentiaalit ja johteet

> Kun johteen varaukset ovat levossa, johteen pinta on tasapotentiaalipinta
> Sahkokenttd on kohtisuorassa johteen pintaa vastaan, tuore perustelu:

> Johteen sisélla kentta on nolla

> Jos kentéssa olisi johdepinnan suuntainen komponentti, johteen pinnan molemmin puolin suljettua
reittid siirretylle varaukselle tehty tyd ei olisi nolla = kyseessa ei olisi konservatiivinen voima

> Ristiriidassa lahtdtilanteen (sahkdstatiikan) kanssa = johteen pinnalla sahkdkentan
tangentiaalikomponentti haviaa

> Koko johdekappale on samassa potentiaalissa (E" =0 = V= 0)

> Maa (tai muu suuri johdekappale) on sahkdtekniikan mielessa varausvarasto, joka voi
vastaanottaa tai luovuttaa varausta rajattomasti — kyseessa on séhkdinen maa, ja kytkenta
maahan on maadoitus; maan tasapotentiaaliksi valitaan yleensa nolla volttia (esim. saailmioét
ovat niin suuria, ettd maassakin voi olla potentiaalieroja)
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Ontelo johteessa

> Jos johteessa on varauksia siséltamaton ontelo, ontelon seinamilla ei ole varauksia, tuore
perustelu:
> Ontelon seindmé& on tasapotentiaalipinta
> Jos piste P ontelossa olisi eri potentiaalissa kuin seindma ja jos piste ymparditaisiin onteloon
mahtuvalla Gaussin pinnalla, huomattaisiin, ettd Gaussin pinnalla on séhkdkenttd = Gaussin
pinnan sisélla on varausta

> Ontelossa ei kuitenkaan ole varauksia, joten ontelossa potentiaalin taytyy olla vakio ja kentté on
nolla = pintavaraustiheys (0 = & E,) on nolla

> Mieti: tasapotentiaalipinnan ja Gaussin pinnan ero?

Séhkotekniikan 6. maaliskuuta 2019
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Sahkopotentiaali (YF 23) Potentiaaligradientti

Potentiaaligradientti

> EdellaV, —Vp = Jj E-af (a:n potentiaali b:n suhteen)

> Toisaalta jos summataan infinitesimaaliset potentiaalimuutokset dV jokaisen d#:n kohdalla
matkalla b:std a:han, V, — V}, = J: dv = — J: dv

> Kaikille a, b pitaisi pated  (E = Ex1+ E,J + E.k)

b b . R
—J dV=J E-df = -dV=E-df=Eydx+E,dy +E.dz
a a
> Kun sallitaan yhden muuttujan kerrallaan muuttua, saadaan ratkaistuksi

L Ey=—a—v, Ez=—g—‘z/ = |E=-VV

> Sahkokenttd on "potentiaalin negatiivinen gradientti” ja osoittaa pienenevan potentiaalin
suuntaan
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Potentiaaligradientti (jatkoa)

Nabla (V) on lyhennysmerkinta vekioridifferentiaalioperaattorille, jolla potentiaaligradientti
voidaan merkita hyvin ytimekkaasti ja koordinaatistoriippumattomasti E = —VV.

Tavallisessa karteesisessa koordinaatistossa saadaan

oV.. oV. avk)

E(x,y,2) = -VV(x,7,2) = — (ax’ + @J to

Jos potentiaali V = V() riippuu etéisyydesta pallon keskipisteesta tai sylinterin akselista’

saadaan 3V
E(r)=-VV(r)=-——7r
or

"Yleinen gradientti pallo- tai sylinterikoordinaatistossa on mutkikkaampi, mutta sita ei talla kurssilla tarvita.
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Eri geometrioita

» Pistevaraus

g 9V _ _i[ q ] __ 4
T or T or Lamegr] T 4megr?
> Varattu sylinteri (séde R)
0 A R A
Er = Cor |:21T£0 n;] C 2meor ] r>R

> Rengasvarauksen (sade a) akselilla (x-akselilla)
0 [ 1 Q ] 1 Qx
Ox Ldmeg Vx2+a?l  4mey (x2 + a2)??

Ex:
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Sahkopotentiaali (YF 23) Yhteenveto

Yhteenveto luvusta 23

Keskeisia kasitteita

> Konservatiivinen kentté (ja voima)
> Sahkoéinen potentiaalienergia U
> (Sahkd)potentiaali V/

> Tasapotentiaalipinta

Tarkeita kaavoja
Energia ja potentiaali
U
Wa—»b:Ua_Ub; V=—
a0
Potentiaali ja kentta

b

va—vh=J E-df, E=-VV

a

Pistevarauksen potentiaali

__ 1 a
T 4meg v

(+ superpositioperiaate)
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