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Tehtavatyypeista: Johdantotehtaviat ovat perustehtévia, jotka tehdaan
harjoituksissa. Johdantotehtédvien jidlkeen opiskelija on valmis ongel-
manratkaisuun harjoituksen aihepiirissi. Varsinaiset tehtavit tarkas-
tetaan vertaisarviointina seuraavalla harjoituskierroksella ellei toisin
mainita.

Alkuviikko

TEHTAVA J1 Olkoon funktiolla f : £ — E? raja-arvo

lim f(r) =a # o.

r—ro
Todista raja-arvon méaaritelméaéan perustuen, etta

fr) a

o [F@)]  Jal
Ratkaisu: Arvioi etaisyytta |f(r)/|f(r)| — a/|a|| samalla tavoin kuin todistettaessa
osamiiran raja-arvoa koskevaa lausetta yhden muuttujan funktioille.

TEHTAVA J2 Olkoon geometrisessa avaruudessa E? méériteltyné re-
aaliarvoinen funktio

a-r

f(r):ﬁ, b-r#0,

missd a ja b ovat lineaarisesti riippumattomia vakiovektoreita. Tutki,
onko olemassa raja-arvoa

lim f(r).

r—o

Ratkaisu: Ei ole.

TEHTAVA V1 Todista, ettd seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja maarita tama:
(1+y?)sinz rtany

a) ————— b) .
x y




Ratkaisu: a)1; b)0.

TEHTAVA V2 Funktio f : R? — R mééritellddn asettamalla f(0,0) = a
ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke

2 z%y b zy(z® +y)
ZE4 + y27 1’4 + y2

Voidaanko « valita siten, etta f on jatkuva origossa?
Ratkaisu: a) Eivoida; b)a =0.

Loppuviikko

TEHTAVA J1 Laske kunkin funktion tapauksessa annettu osittaideri-
vaattalauseke ja saata se mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon:

a) f(z,y) =n(Vz +y), xfe+yfy
b) f(z,y,2) = In(x® + 4 + 2% — 3ayz), f.+ fy+ 1

T z/z
C) f(ft,y,Z): (;) ) xf$+yfy+zfz

Ratkaisu: a)1/2; b)3/(z+y+2); ¢)DO.

TEHTAVA J2 Maérita pinnan r(u,v) = ucosvi+ vcosuj+ cosucosvk
pisteeseen (0,0, 1) asetetun tangenttitason yhtélos. Piirra pinta.
Ratkaisu: z = 1.

TEHTAVA V1 Maééritd pinnan r(u,v) = u(1 + v)i + v?(1 — v)j + v’vk
pisteeseen (1,1,0) asetetun tangenttitason yhtélos. Piirra pinta.
Ratkaisu: 2z —y — 3z = 1.

TEHTAVA V2 Olkoon f(x,y) = 23y + 2*siny + cos(zy). Laske osittais-
derivaatat f,.,, foys, fyze ja totea, ettd ndmaé ovat yhté suuria.
Ratkaisu: Yhteinen lauseke 122y + 1222 cos y — 2y cos(xy) + xy? sin(zy).

Haaste

Kertausta differentiaaliyhtédloista: Laplace-yhtdlon Au = 0 radiaali-
nen eli sdteittdinen muoto n-ulotteisessa avaruudessa on

f'(r) +

n—1

f'(r)y=0.



(Tulkinta: u(z,y,2) = f(\/22+y>+2%2) = f(r), kun n = 3 jne. Tdhéan
palataan my6hemmin.)

Maarita kaikki radiaaliset ratkaisut f(r), kun

a)n=3;

b) n = 2.

Vihjeité: a-kohta: Kerro puolittain lausekkeella 12, jolloin saadaan Euler-
tyyppinen DY: siihen yrite f(r) = .

b-kohta (kertaluvun pudotus): Merkitse v(r) = f/(r), jolloin v/(r) =
f"(r) ja saadaan separoituva (ja myos lineaarinen) 1. kertaluvun DY
funktiolle v(r). Lopuksi f(r) integroimalla v(r).



