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Sisalto

Keskihajonta



Mita odotusarvo kertoo jakaumasta?

Satunnaismuuttujan odotusarvo E(X):
e on X:n mahdollisten arvojen todennikdisyyksilla painotettu
summa (>, x f(x) tai [ xf(x)dx)
e kertoo likiarvon keskiarvolle, joka saadaan suuresta maarasta
riippumattomia X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja
e ei kerro mitadn jakauman leveydestd
Esim
Diskreetteja satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on 1:
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Miten mitata satunnaismuuttujan poikkeamaa
odotusarvosta?

Satunnaisluvun poikkeama odotusarvosta ;. = E(X) on

satunnaisluku | X — p|. Sen odotusarvo E|X — p|:

o kertoo likiarvon keskiarvolle 37 | |X; — |, joka saadaan
suuresta maarastd riippumattomia X:n tavoin jakautuneita

satunnaislukuja

e on optimoinnin kannalta hankala suure, koska funktio x — |x|
ei ole derivoituva nollassa.

Enti jos korvataan | X — p luvulla (X — p)??



Varianssi

[engl. variance]

Satunnaisluvun neliépoikkeama odotusarvosta ;1 = E(X) on
satunnaisluku (X — 12)?. Sen odotusarvo eli satunnaisluvun X
varianssi Var(X) = E[(X — p)?]:

e kertoo likiarvon keskiarvolle %Z,'-’:l(X,- — 11)? suuresta

maarasta riippumattomia X:n tavoin jakautuneita sat.lukuja

e on optimoinnin kannalta mukava suure, koska funktio x — x2

on adrettdman monta kertaa derivoituva

e mittaa poikkeamaa nelioyksikoissa

X Var(X)
Pituus m m?2
Aika s s2
Tuotto EUR EUR?

Tulos palautetaan alkuperaisiin mittayksikdihin ottamalla neligjuuri.



Keskihajonta

[engl. standard deviation]

Satunnaisluvun keskihajonta SD(X) = /E[(X — u)?] on

alkuperdisiin yksikdihin normitettu odotusarvoinen neliopoikkeama
odotusarvosta 1 = E(X).

SD(X) mittaa:
e X:n odotusarvoista normitettua poikkeamaa odotusarvosta

e X:n jakauman leveytta
Diskreetti jakauma: Jatkuva jakauma:
u o= fo(x) W= /xf(x)dx

SD(X) = /> (x—w?f(x)  SD(X) = \//(x—u)z f(x)dx

X




Esimerkki: Odotusarvon 1 satunnaislukuja

Laske satunnaislukujen X, Y, Z keskihajonnat:

k 1 k 0 1 2 k 0 2
PX=k) 1 P(Y=k 3 3 5 PZ=K 3} ;

SD(X)

\/Z(k—u)2fx(k) = J/(1-12x1 =0
P

1 1 1 2
12w = 12 x = 12 x = = /% ~ 082
\/(0 1)><3+(1 1)><3+(2 1)><3 \/g 0.82
1

SD(Z) = \/(0—1)2><;+(1—1)2><0+(2—1)2><2 =1

SD(Y)




Keskihajonta: Laskentakaava

Fakta
Satunnaisluku X odotusarvona p = E(X) toteuttaa

Var(X) = /E(X?) —

Todistus.
Var(X) = E[(X — p)?] = E[X? —2uX + pi°]
= E[X?] - EQ2uX] + E[1]
= E[X?] — 2uE[X] + p?
= E[X?] - p?

— SD(X) = Var(X) = /E[X?] - 12



Esimerkki: Musta joutsen

k 0 106 BLACK SWAN
P(X=k) 1-10"° 1076 "
p=E(X)=1 s

Nassim Nicholas Taleh

Laske keskihajonta.
Tapa 1 (maaritelméastad):

SD(X) = > (x = u)f(x)

X

= /(0-1)2x (1 -10-6) + (105 — 1)2 x 106 ~ 1000.

Tapa 2 (laskentakaavan avulla):
E(X?) = Y x*f(x) = 0°x (1-107°) + (10°)> x 10° = 10°.

—  SD(X) = E(X?)— 2 = /105 —12 ~ 1000.



Esimerkki: Metro

Jos seuraavan metron saapumiseen kuluva aika X noudattaa
valin [0, 10] tasajakaumaa, niin saapumisajan odotusarvo 1 = 5.
Laske keskihajonta.

Tapa 1 (maaritelmastd):

10

SD(X) = \//OC (x — p)2f(x)dx = \/0 (X—5)21i0dx = .-

Tapa 2 (laskentakaavan avulla):

E(X? - 2 f(x)d Pl LPls 33.33

— 00

—  SD(X) = VE(X?)— 2 = /3333-52 ~ 2.89.



Siirretyn ja skaalatun satunnaisluvun keskihajonta

Fakta (Viime luento) Fakta

(i) E(a) = (i) SD(a) = 0.

(i) E(bX) bE(X). (i) SD(bX) = [b| SD(X).
(iii) E(a+ bX) = a+ bE(X). (i) SD(a+ bX) = [b| SD(X).

Todistus.

Var(a+ bX) = E[(a+ bX — E[a+ bX])?]

— E[(a+ bX —a— bu)’]

— E[(bX — bu)?]

= E[P*(X —pn)’] = H’E[(X —p)°] = b*Var(X),

SD(a+ bX) = y/Var(a+ bX) = /b?>Var(X) = |b|SD(X

On siis todistettu (iii). Kohdat (i) ja (ii) ovat kohdan (iii) erikoistapauksia. O



Sisalto

Poikkeamat odotusarvosta



Chebyshevin epayhtalo: Poikkeamat odotusarvosta

Fakta (Chebyshevin epayhtald)

Jokaiselle satunnaisluvulle odotusarvona p ja
keskihajontana o, tapahtuman
X=pt20} ={p—20< X< pu+20}
todennakdisyys on vahintaan

P(X =pt20) > . P e
Yleisemmin P(X = u+ro) >1— 712 kaikilla r > 1.
e X:n arvo sijaitsee melko todennékaisesti (tn > 75%)
kahden keskihajonnan sisillda odotusarvostaan
e X:n arvo sijaitsee hyvin todennikaisesti (tn > 99.9999%)
tuhannen keskihajonnan sisilld odotusarvostaan



Esimerkki: Tiedostopalvelin
Palvelimelta ladatun satunnaisen tiedoston koko odotusarvoltaan
1000 kB ja keskihajonnaltaan 200 kB. Onko todennikdista vai
epatodennakoistd, ettd satunnaisen tiedoston koko on
(a) valilla 600-1400 kB?
(b) valilla 800-1200 kB?

Ratkaisu
(a) Chebyshevin epayhtilosti
P(X € [600,1400]) = P(X = p+20) > 75%,
joten tiedoston koko on melko todennakdisesti valilla 600-1400 kB.

(b) Chebyshev ei télld tarkkuudella kerro mitdan hyddyllists, silla

1
P(X €[800,1200]) = P(X=p+o) > 1— 7= 0.
IIman tarkempia tietoja tiedostojen kokojakaumasta ei tdhadn voida
vastata mitaan.



Esimerkki: Tiedostopalvelin (=~ normaalijakauma)

Palvelimelta ladatun satunnaisen tiedoston koko odotusarvoltaan
1000 kB ja keskihajonnaltaan 200 kB. Onko todennikdista vai
epatodennakoistd, ettd satunnaisen tiedoston koko on

(a) valilla 600-1400 kB?

(b) valilla 800-1200 kB?

kun oletetaan, ettd tiedostojen kokojakauma a2 normaalijakauma.

Ratkaisu

(a) Normaalijakauman taulukoista (tai R:lld 1-2*pnorm(-2))
X—p
P(X € [600,1400]) = P(X = p+20) = P(Z—L = 042) ~ 95%,
g

joten tiedoston koko on todennikdisesti valillda 600-1400 kB.

(b) Normaalijakauman taulukoista (tai R:lld 1-2*pnorm(-1))

X —
P(X € [800,1200]) = P(X = pto) = P( P oo+ 1) ~ 68%,

g

joten tiedoston koko on melko todenndkdaisesti valilla 800-1200 kB.



Esimerkki: Tiedostopalvelin (diskreetti jakauma)

Palvelimelta ladatun satunnaisen tiedoston koko on
odotusarvoltaan 1000 kB ja keskihajonnaltaan 200 kB. Onko
todennakoista vai epatodennakdistd, ettd satunnaisen tiedoston
koko on

(a) valills 600-1400 kB?
(b) vilills 800-1200 kB?

kun tiedostojen kokojakauma on

k 750 kB 1000 kB 1250 kB
P(X =k) 32% 36% 32%

Ratkaisu

Suoraan jakauman taulukosta ndhd&an, etta tiedoston koko on
varmuudella (tn = 100%) vililla © & 20 = [600, 1400], mutta
melko ep3todennikaisesti (tn = 36%) valilla u + o = [800, 1200].



Chebyshevin epayhtalon todistus

Todistus.
Jatkuvalle satunnaisluvulle X, jonka tiheysfunktio on f(x), patee

]P’(]X —pl > ra) = / f(x)dx
{x|x=pl>ro}

(x —p)?

< —— f(x) dx

N Ax:xu|>ra’} (rO-)Z ( )
>1

S /‘OO (X_iu“)z f(X)dX — Var(X) _ l

(ro)? g2  r2’

—00

Diskreetin satunnaisluvun tapaus seuraa samaan tapaan.

Huom:
Chebyshevin epayhtildn avulla voidaan todistaa suurten lukujen laki.

https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_large_numbers


https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_large_numbers

Sisalto

Yhteisvaihtelu ja korrelaatio



Yhteisvaihtelu

Keskihajonta mittaa yhden satunnaismuuttujan vaihtelua
odotusarvonsa ymparilla.

Miten mitataan kahden satunnaismuuttujan X ja Y yhteisvaihtelua
(suunta ja voimakkuus)?
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Kovarianssi

[engl. covariance]

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)], mittaa satunnaismuuttujien
X:n ja Y:n yhteisvaihtelun suuntaa ja voimakkuutta.

Diskreetti yhteisjakauma: Jatkuva yhteisjakauma:
3D (= ux)(y — py) f(x,y) / / (x=px)(y—py) f(x, y)dxdy.
X y —o0 J —o0

Kovarianssi
e on >0, kun X — ux ja Y — py ovat usein samanmerkkiset
e on <0, kun X — ux ja Y — py ovat usein erimerkkiset
e mittaa yhteisvaihtelua nelidyksikoissa (m?, s2, EUR?, ...)

Kovarianssia ei normiteta ottamalla nelidjuurta (miksi)? (Voi olla neg.)



Kovarianssi: Laskentakaava

Fakta
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Todistus.

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)]
= E[XY — uxY — uy X + pxpy]
= E[XY] = uxE[Y] = pyE[X] + E[pxpy]
= E[XY]— puxpy — pypx + pxpy
= E[XY]— uxpy.



Kovarianssin lineaarisuus

Fakta

Kovarianssioperaattori (X, Y) — Cov(X, Y) on symmetrinen ja
molempien argumenttiensa suhteen lineaarinen:

Cov(Y, X) = Cov(X,Y)

COV(X1 + Xo, Y) = COV()(l7 Y) + COV(XQ, Y)

Cov(X, Y1 + Y2) = Cov(X, Y1) + Cov(X, Y2).
Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)

Yleisesti:

m n

Cov zm: aiX;, Z biYi | = D) aibCov(X,, Y))
i=1 j=1

i=1 j=1



Kovarianssin lineaarisuus: Todistus

Merkitaan Y = ij'zl b;Yj. (i) Kovarianssin laskentakaavasta ja odotusarvon
lineaarisuudesta

Cov <Z a; X;, Y>
i

EI(>_ aiX;) Y] = BI(}_ a:X)E[Y]

= Z aE[X;Y] — <Z afE[Xi]> E[Y]
Z aE[X; Y] — Z aE[X{]E[Y]

= > a (EX; Y] - EX]E[Y]) = > aiCov(X;, Y).
Symmetrian ja kohdan (i) avulla

Za; COV()(,‘7 Y) = Zai COV(nyi)

I ia,— Cov(z b;Y;, Xi)

ia,ijjaV(Yj,x,-)
i j

ZZaibj Cov(X;, Y)).
i



Kovarianssi: Yhteenveto

Satunnaislukujen X ja Y kovarianssi on

Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)] = E(XY) - E(X)E(Y)
missad ux = E(X) ja uy = E(Y).
Diskreetti yhteisjakauma: Jatkuva yhteisjakauma:

SOS (x— ux)(y — v) F(x,y) / ~ / " () (y—av) £,y )ddy.

Kovarianssi on symmetrinen ja lineaarinen:

Cov(Y,X) = Cov(X,Y)

i=1 j=1

Cov (Zm: aiXi, i b; YJ) = i i ajb; Cov(Xi, Y))
i=1 =1



Korrelaatio

[engl. correlation]

Kovarianssia ei normiteta ottamalla nelijuurta (miksi)?
(Varianssi on aina > 0, mutta kovarianssi voi olla neg.)

Korrelaatio
Cov(X,Y)

SD(X)SD(Y)
mittaa satunnaislukujen X ja Y yhteisvaihtelun suuntaa ja
voimakkuutta normitetuissa yksikoissa.

Cor(X,Y) =



Riippumattomien satunnaislukujen korrelaatio

Fakta
Jos X ja Y ovat stokastisesti riippumattomat, niin
E(XY) =E(X)E(Y) ja Cor(X,Y) =0.

Todistus.
Diskreetti.

E(XY) = ZZnynyy
szyfxx v (v)
x y

- (foxm) <nyy<y>) = E(X)E(Y).

Kovarianssin laskukaavasta
Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y) = E(X)E(Y) —E(X)E(Y)
Siis my&s Cor(X, Y) = 0.



Esimerkki: Kaksi binaarista satunnaismuuttujaa

X ja Y ovat joukossa {—1,+1} Y
tasajakautuneita. X 1 11 Yht
Lisdksic = P(X =+41,Y = +1).

: : ( +1, +1) -1 c %— c %
Mairita X:n ja Y:n yhteisjakauma +1 1-¢ c 3
ja korrelaatio. Yht 1 1
E(X) =0
E(X?) =(-1?x 3+ (+1)?x i =1

SD(X) = VE(X2) — (E(X))2=vV1-02=1

(Y) =E(X) =0, SD(Y) = SD(X) = 1.

E(XY) = (1) xc + 2x (=1)(+1) x (3 —¢c) + (+1)%c = 4c—1
Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y) = 4c—1

~ Cov(X,Y)
Cor(X,Y) = SD(X)SD(Y) 4c -1



Esimerkki: Lineaarinen deterministinen riippuvuus

Y = a+ bX, missd X noudattaa jotain (tunnettua tai tuntematonta)
jakaumaa odotusarvona E(X) = u ja keskihajontana SD(X) = o.
Laske X:n ja Y:n korrelaatio.

Cov(X,Y) = Cov(X,a+bX) = Cov(X,a)+Cov(X,bX) = bVar(X).

SD(Y) = SD(a+ bX) = |b|SD(X)

~ Cov(X,Y)  bVar(X) b
CorlX.Y) = S5x)sD(Y) ~ TB[SDXE ~ Tb]
+1, b >0,
Cor(X,Y) = {0, b=0,

-1, b < 0.



Yhteisjakaumasta simuloituja lukupareja
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Seuraavalla kerralla puhutaan satunnaismuuttujien summista ja
normaaliapproksimaatiosta. . .
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