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Sisalto

Posterijakauman tulkinta: Piste-estimaatit



Posteriorijakauman estimaatit

Miten paatellddn tuntemattoman parametrin 6 estimaatti
posteriorijakaumasta p1(6 | X)?

A

1. Posteriorijakauman moodi 6:
pr(@1%) = maxpi(0] )
2. Posteriorijakauman odotusarvo 6:

0 = 0p(0]%)
0

3. Raportoidaan koko posteriorijakauma

Vaihtoehto 1. usein helpompi maéarittaa: (ei tarvitse tuntea
posteriorijakauman normitusvakiota)



Esimerkki: Tasajakauman ylarajan estimointi

Tuntemattoman vilin {1,2,...,60} tasajakaumaa noudattavasta
dataldhteestd on havaittu x; = 21, x, =7 ja x3 = 22. Mik& on paras
arvaus (estimaatti) tuntemattoman parametrin 6 arvolle?

Dataldhteen uskottavuusfunktio:

f(X,' | 9) =

éa 1 S Xi S 0;
0, muuten

f()_(’|0) _ %7 1§X1,X2,X3§9,
0, muuten

Suurimman uskottavuuden estimaatti: A(X) = max(x1, xo, x3) = 22.

Entd jos meilld on ennakkoon muodostettu ndkemys, ettad
tuntemattoman parametrin arvo on todennikdisesti lahelld arvoa 307



Tasajakauman ylaraja: bayeslainen estimointi
Tuntemattoman vilin {1,2,...,0} tasajakaumaa noudattavasta
dataldhteestd on havaittu x; = 21, x» =7 ja x3 = 22.

Ennakkotietdmys: Parametri on todennékaisesti 1dhelld arvoa 30.

Tulkitaan tuntematon parametri satunnaismuuttujana, jonka odotusarvo
on 307

e Miten valitaan priorijakauma?

e Valitaan yksinkertaisin diskreetti jakauma, jonka odotusarvo on 30
ja jolla on positiivinen tn saada mika tahansa pos. kokonaisluku.

e Poisson-jakauma parametrina A = 30:

e Uskottavuusfunktio

F(x]0) =

1
93> 1§X17X27X3§97
0, muuten



Tasajakauman ylarajan estimointi: bayeslainen estimointi

Havaittu data: ¥ = (21,7,22)

6
Priori  po(6) = e*3°39i|, 6=0,1,2,...

5 6> 22

Uskottavuus  f(x]0) = < %’ =7

0, muuten

Posteriori lasketaan paivityskaavasta
— _ _ 0

p(8]5) = POIRIO - fele g, 022
> e Po(0")f(X[0") 0, muuten,

missa normitusvakio ¢ = >, po(6')f(X|6’) ei riipu f:sta.
Suurimman posterioritodennikoéisyyden estimaatti on 6, joka maksimoi

. 01 .
funktion 6 — 30— L joukossa 6 > 22.
Maksimin voi etsid kokeilemalla tai piirtdmalld ko. funktio.



Tasajakauman ylaraja: Priori ja posteriori

Data: ¥ = (21,7,22)
Priori: Poisson-jakauma odotusarvona A = 30
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estimaatti: 0(x) = 26



Sisalto

Binaarimallin estimointi



Datalahteen binaarimalli

X1, Xa, ... riippumattomia {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja
odotusarvona p (tuntematon)

Parametri p maarittda dataldhteen jakauman,
X;i:n pistetodenndkadisyyfunktio on

1- P; Xj = 07
f(Xi | p) = P, Xi = ]-7
0, muuten.

Tama on Bernoulli-jakauma parametrina p.



Esimerkki: Mielipidemittaus

Usan danioikeutetuista valittiin satunnaisotannalla n = 200
henkiléa ja heiltd kysyttiin, aikovatko danestdd Trumpia
presidentiksi (0=Ei, 1=Kylld). 70 vastasi kylla.

Mittaustulos X = (X1, ..., X200) noudattaa likimain binaarimallia
odotusarvoparametrina p, missa

P = E(X,) = P(X,':].)
on Trumpin (tuntematon) kannatus koko populaatiossa.

Tehtdva: Maarita piste-estimaatti ja luottamusvali
kannatusosuudelle p.



Sisalto

Binaarimallin estimointi: Frekventistinen tapa



Estimaatti: Frekventistinen tapa

Parametrin p suurimman uskottavuuden estimaatti on

*ZX' — Ll}

eli ykkosten suhteellinen osuus datajoukossa X.

Likiarvoinen (n suuri) 95% luottamusvali on

R

b+
Ptz

o z=—0"1(1=3%) ~ 1.96 on luku, jolle P(|Z| < z) = 0.95



Ent3d jos kdytdssd on ennakkotietoa kannatusosuudesta p?

Esim. aiempien mielipidemittausten mukaan arvioidaan, etta
kannatus todennakoisesti on l3helld lukua 0.4.



Sisalto

Binaarimallin estimointi: Bayesldinen tapa



Bayeslainen estimointi

Tulkitaan tuntematon kannatusosuus satunnaismuuttujaksi ©,
jonka priorijakauma mallintaa ennakkotietamysta kannatuksesta.

Miten priorijakauma valitaan?

e Uskotaan, ettd © on todennikoisesti 0.47
o Uskotaan, ettd © € [0.3,0.5] 95% todenn&kdisyydella.

Jos valitaan vilin [0.3 — 1/190,0.5 4+ 1/190] tasajakauma, saadaan

0.2
P(© €[0.3,05]) = ———— = 95%.
( [ ) 0.2+42/190 %
Onko tama hyva priorijakauma?
Tuskin, silla pisteissd, missa priorijakauma on 0, on my0s
posteriorijakauma vaistamatta 0.



Priorijakauman valitseminen

Miten priorijakauma valitaan, kun uskotaan ettd © € [0.3,0.5]
todennikdisyydelld 95%7?
Keksi jatkuvan vilin [0, 1] jakauma fy(t), jonka

e odotusarvo [ tf(t)dt =0.4

o tiheysfunktio fp(t) > 0 kaikilla t € (0,1)

o [o2 fo(t)dt ~ 0.95



Beta-jakauma

Beta(a, b)-jakauman parametreina a > 0 ja b > 0 tiheysfunktio on

a—1 _ n\b—-1
6) = {ca (1—0)>1,  kun 6 € 0,1],
0, muuten,

(a+b—1)!

normitusvakiona ¢ = (ISR

Beta(1,1) Beta(3,9) Beta(9, 3) Beta(9,9)

e Arvojoukko = [0,1]
a n(l—p)
a+b a+b+1

o Kertymafunktiota ei tunneta suljetussa muodossa

e Odotusarvo p =

ja keskihajonta 0 =

dbeta(theta,a,b); pbeta(theta,a,b)



Priorijakauman valitseminen

Miten priorijakauma valitaan, kun uskotaan ettd © € [0.3,0.5]
todennakaisyydelld 95%7?
Valitaan odotusarvoksi ;o = 0.4 ja keskihajonnaksi ?

e Normitetulle normaalijakaumalle Z = 0 + 2 tn:llad 95%

e Yleiselle normaalijakaumalle Z = p + 20 tn:lld 95%

e Jos Beta-jakauman hajonta normaalin kaltaista, niin
Beta-jakaumalle X = p 4 20 suurin piirtein tn:lla 95%

e Valitaan 0 = 0.1/2 ~ 0.05.

Ratkaistaan Beta(a, b)-jakauman parametrit:

a
p(l — p)
AP a_—ﬂ<1+2>_38



Priorijakauman valitseminen

Miten priorijakauma valitaan, kun uskotaan ettd © € [0.3,0.5]
todennikoisyydelld 95%7

Kokeillaan Beta(38,57)-jakaumaa:
e Odotusarvo p = 0.4
e Keskihajonta o = 0.05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Talldin
P(© € [0.3,0.5]) = F38557(0.5) — F3g53(0.3) = 0.9551861.

pbeta(0.5,38,57)-pbeta(0.3,38,57)



Posteriorijakauman maarittaminen

Havaitaan n = 200 alkion datajoukko, jossa 70 ykkostad ja 130 nollaa
(ykkosten osuus = 35%) .

Priorijakauma
Beta(38, 57):

e Odotusarvo o = 0.4
e Keskihajonta o¢p = 0.05

Posteriorijakauma
Beta(38 + 70,57 + 130) = Beta(108, 187):

e Odotusarvo p; = ﬁ =0.366

e Keskihajonta 07 = 0.028

Bayeslainen piste-estimaatti = posteriorijakauman odotusarvo 0.366



Bayeslainen valiestimaatti

Etsitdan piste-estimaatin p; = 0.366 ympériltd vali, johon
posteriorijakaumaa noudattava © kuuluu tn:l13 95%.

Miten?

Jos Beta(108, 187) hajonnaltaan normaalin kaltainen, niin voidaan
kokeilla valia

1 207 = 0.366 +2 x 0.028 = 0.366 + 0.056
T3llin
P(© € [0.310,422] | %) ~ 95.47%

Johtopaatos:
Havaitun datan (70 ykkdstd, n = 200) valossa tuntemattoman parametrin
© ehdollinen todennikdisyys kuulua valille 0.366 £ 0.056 on noin 95%.



Sisalto

Yhteenveto estimoinnista



Yhteenveto
Frekventistinen

Data: 70 ykkosta, 130 nollaa

Parametrin arvoihin ei liitetd
todenndkdisyyksia

Parametrilla ei ole
priorijakaumaa

Parametrilla ei ole
posteriorijakaumaa

Piste-estimaatti on suurimman
uskottavuuden estimaatti

A __ 70 __
p= 2% =0.350

95% luottamustason
luottamusvali

N VBa=p) _

pt 1.967 = 0.350 £ 0.067

95% samalla menetelmill3
estimoiduista luottamusvaleista
peittdad parametrin

Bayeslainen

Data: 70 ykkosta, 130 nollaa

Parametrin arvoihin liitetdan
subj. todenndkdisyydet

Priorijak. Beta(38,57)
110 = 0.400, o — 0.050

Posteriorijak. Beta(108, 187)
p1 = 0.366, 01 = 0.028

Piste-estimaatti on
posteriorijakauman odotusarvo
u1 = 0.366.

Viliestimaatti on 95%
posteriorijakauman vali
1 £ 2071 = 0.366 + 0.056

95% todennikdisyydelld
parametri kuuluu vélille
0.366 + 0.056



Ensi viikolla jatketaan tilastollisen merkitsevyyden testaamisesta. . .
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