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1 Taso- ja avaruuskayrat

Téasséd luvussa tutustutaan taso- ja avaruuskayriin, niiden kaarenpituuteen ja

kaarevuuteen. Lopuksi késitellaan skalaari- ja vektorikenttien viivaintegraaleja.

Téhdelld merkityt kohdat kuuluvat (kurssista riippuen) oheislukemistoon.
Huom: Luennolla lasketaan lisdd esimerkkeja ja piirrelladn kuvioita.

1.1 Kayran parametrisointi

Kéyria esiintyy monissa matematiikan sovelluksissa: Tasossa tai avaruudessa
liikkuvan kappaleen paikka ajan funktiona muodostaa kappaleen ratakéyrén;
termodynaamista kiertoprosessia voidaan kuvata umpinaisella kiyralla T'S-koor-
dinaatistossa, tai ideaalikaasun tapauksessa V p-koordinaatistossa. Termodyna-
miikan [ paasdannon dE = T dS—pdV avulla voidaan laskea esimerkiksi ndiden
prosessien hyotysuhteita viivaintegraalien avulla.

Kayralld tarkoitetaan joukkoa C'CR™, joka voidaan esittdd muodossa
C={x(t) | te I},

missé ICR on vili ja funktio r: I — R”™ on jatkuva. Téssd r on kidyran C'
parametrisointi ja I on vastaava parametrivali. Kaytannossa voidaan ajatella,
ettd n = 2 tai n = 3, mutta ei ole valttdmatonta rajoittua nédihin tapauk-
siin. Parametrisoinnin jatkuvuudella tarkoitetaan sen koordinaattifunktioiden
jatkuvuutta, kuten seuraavasta esimerkisté kay ilmi.

Esimerkki 1.1 Jos n = 3, niin kyseesséd on avaruuskayra, jolle

r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R”.

Téassé x, y, 2 ovat parametrisoinnin koordinaattifunktioita, ja jatkuvuus tarkoit-
taa yksinkertaisesti sitd, ettd ndmaé ovat jatkuvia funktioita jollakin parametri-
valilla I. Parametrisointi r = r(¢) kirjoitetaan usein koordinaattimuodossa

x = xz(t)
y=y(t) tel
z = z(t)

ja joskus my0s vektorimuodossa r(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k. Téssd monistees-
sa itse parametrisoinnit kirjoitetaan padsdantoisesti koordinaattimuodossa, kun
taas niihin liittyvien tangenttivektorien kohdalla on luontevaa kayttaa vektori-
muotoa.

Tapauksessa n = 2 kyseessd on tasokayra, jolloin ylla z-koordinaatti jéa
pois.



Usein parametrivéli on suljettu vili [a, b]. Jos talléin r(a) = r(b), niin kysees-
sé on umpinainen kiyrd. Parametrisointi maaraé kayralle positiivisen suunnan,
jolloin r(a) on kiyran alkupiste ja r(b) sen padtepiste. Annetusta parametrisoin-
nista voidaan muodostaa myos vastakkainen parametrisointi, jossa vastaava kéy-
rd pysyy samana, mutta sen kulkusuunta vaihtuu. T&ll6in my6s parametrisoin-
tiin liittyvét alku- ja padtepiste vaihtavat paikkaa. Tapauksessa r: [0,1] — C
vastakkainen parametrisointi r_ saadaan helposti kaavalla r_(t) = r(1 — ¢),
te0,1].

Esimerkki 1.2 a) Ellipsi 2°/a® + y?/b* = 1 voidaan parametrisoida muodossa
r =acost
y = bsint,
missé ¢ € [0, 27]. Tapauksessa a = b = R saadaan R-séteisen origokeskisen ym-
pyran parametrisointi.
b) Jos f: I — R on jatkuva yhden muuttujan funktio, niin sen kuvaaja {(z,y) |
x € I,y = f(x)} on tasokdyri, jolla on parametrisointi r(t) = (t, f(t)), t € I.

c) Pisteiden ro = (xo, v0, 20) ja r1 = (21,y1, 21) vélisen yhdysjanan parametri-
sointi voidaan kirjoittaa vektorimuodossa

r(t) =ro+t(r; —ro),
kun t € [0, 1]. Téstd saadaan myds koordinaattimuoto

x=ux9+ t(x; —xo) = (1 — t)xg + ty
y=yo+ 1ty —yo) = (L =)y + tan
z=1zo+t(z1 —20) = (1 — )29 + t21.

d) Sykloidi on tasokéyré, joka kuvaa esim. vierivaén renkaaseen tarttuneen ki-
ven rataa. Jos renkaan side on a ja parametriksi valitaan aika, niin akselin
liikettd kuvaa parametrisointi x = vt, y = a. Kiven pyoriminen akselin suhteen
tapahtuu vierimisehdon perusteella kulmanopeudella w = v/a ja pyérimissuun-
ta on negatiivinen. Jos vield ajan nollakohta valitaan sellaiseen hetkeen, kun
kivi koskettaa maata, niin pyorimisliikettd kuvaa parametrisointi

{x = acos(—(vt/a —7/2)) = —asin(vt/a)
y = asin(—(vt/a — w/2)) = —acos(vt/a).

Kiven rata saadaan yhdistamalld akselin liike ja pyoriminen toisiinsa, joten
sykloidin parametrisointi on muotoa

{:v = vt — asin(vt/a)
y = a(l — cos(vt/a)).

Matemaattisesti loogisempaa on valita parametriksi ¢ renkaan kiertokulma, jol-
loin vierimisehdon perusteella v = a, ja lausekkeet yksinkertaistuvat hiukan.



Tasokdyran yhtalo voidaan usein ilmaista myos implisiittisessd muodossa
F(z,y) = 0, missd F' on jokin kahden muuttujan lauseke. Konkreettisia esi-
merkkejd ovat funktion kuvaaja y = f(z), joka voidaan maéritelld muodossa
F(x,y) =y — f(z) =0, ja R-siiteinen ympyri 2% + y*> — R% = 0.

Implisiittisen yhtélon F'(x,y) = 0 madrddmé tasojoukko voi kuitenkin ylei-
sessi tapauksessa olla hyvin erikoinen. Jos nimittdin ACR? on miki tahansa
tasojoukko (reunapisteetkin mukana), niin funktio

F(z,y) = pisteen (x,y) pienin etéisyys joukosta A

on jatkuva (myShemmin tarkasteltavassa mielessé), mutta yhtélo F'(z,y) = 0
esittdd koko alkuperaisté joukkoa A.

Toinen yllattava seikka on, ettei edes parametrisoitu kiiyra valttamatta "néy-
ta kdyrdltd". On esimerkiksi olemassa jatkuva funktio r: [0,1] — N = [0,1] x
0, 1], jonka kuvajoukko on koko nelié N sisépisteineen. Nelié N on siis méaari-
telmén mielessd tasokdyrd (ns. Peanon kiyrd).

Tallaisista ongelmista péastadan eroon, jos parametrisoinnilta vaaditaan jat-
kuvuuden lisdksi derivoituvuus, jota késitellddn seuraavassa kappaleessa.

1.2 Kayran tangentti

Tarkastellaan 3-ulotteista parametrisointia r, joka on jatkuvasti derivoituva.
Tamaé tarkoittaa sité, etta jokaisen koordinaattifunktion taytyy olla derivoituva
ja derivaatan vield lisdksi jatkuva. Parametrivilid [t, ¢ + At] vastaava kiyran

sekantti on vektori
Ar =r(t + At) —r(t).

Kun At — 0, niin Ar kidntyy yhd enemmén kdyrdn tangentin suuntaiseksi,
mutta samalla sen pituus pienenee kohti nollaa. Skaalaamalla kertoimella At
saadaan kuitenkin erotusosaméiraé vastaava lauseke, josta ndhdaén, etta raja-
arvo

Ar

/ T =b

r'(t) = AI}SIE}O At
on olemassa ja se voidaan kiytannossa laskea kaavalla
r'(t) = 2'(0)i+y (0j + 2 (k.

Perustelu: Vektorin Ar/At ensimméinen koordinaatti

x(t + At) — z(t) ,
s — 2'(t),

kun At — 0, ja samoin kily muissa koordinaateissa.
Tangenttivektorin méaaritelmasta saadaan myos jatkossa hyodyllinen approk-
simaatio: Koska r'(t) &~ Ar/At, niin Ar ~ r/(t)At.

Maaritelma 1.3 Jos kayralla ¢ C R™ on jatkuvasti derivoituva parametri-
sointi r, niin pisteessi r(t) kiyrdn tangenttivektori on

v'(t) =zl (t)er + - + a,(t)en,
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missa funktiot x; ovat parametrisoinnin koordinaattifunktiot ja vektorit e; ovat
avaruuden R"™ luonnolliset kantavektorit, ts. e; =1 jne.

Jos parametri ¢ on aika ja r(t) kuvaa jonkin kappaleen rataa, niin lauseke
Ar on sen siirtymé aikavéalilla At. Kappaleen keskinopeus on siis Ar/At, jo-
ten tangenttivektorin fysikaalinen tulkinta on hetkellinen nopeus v(t) = r'(¢).
Vastaavaa tarkastelua voidaan soveltaa uudelleen parametrisointiin ¢ — v(t),
jolloin saadaan kappaleen hetkellinen kiihtyvyys

Termeja nopeus ja kiihtyvyys voidaan kayttéa kaikille parametrisoinneille, vaik-
kei parametrilla ¢ olisikaan konkreettista tulkintaa aikana.

Y14 mainittu approksimaatio Ar ~ r/(¢)At voidaan nyt kirjoittaa muo-
dossa Ar =~ v(t)At, ts. siirtymé on likim#érin sama kuin hetkellinen nopeus
kerrottuna aikavalin pituudella.

Esimerkki 1.4 Sykloidin parametrisointi (kulman avulla) on muotoa

{x = a(t —sint)

y = a(l — cost),

josta voidaan laskea tangenttivektori
r'(t) = a(1 — cost)i + asintj,

ja kithtyvyys a(t) = r”(t) = asinti+ acostj. On syytd huomata, ettd ||a(t)| =
vakio = tasaisen pyo¢rimisliikkeen kiihtyvyys.

Sykloidissa esiintyy terdvia kulmia (niissd kohdissa, joissa kivi koskettaa
maata). Miten se on mahdollista, kun kerran tangentti r'(¢) on mééaritelty kai-
killa ¢? Selitys on siind, ettd r'(2rn) = 0. Hetkellinen nopeus on siis niissi pis-
teissi nolla, jolloin kiyrin suunta voi muuttua jyrkisti. Pisteet, joissa r'(t) = 0
ovat ongelmallisia my6s sen vuoksi, ettei nollavektoria voida pitéa oikeana tan-
genttivektorina.

Tamén vuoksi asetetaan seuraava maaritelma.

Maaritelma 1.5 Kayran C' parametrisointi r on sdédnnéllinen, jos se on jatku-
vasti derivoituva (mahdollisia parametrivélin paatepisteitd lukuunottamatta) ja

r'(t) # 0 kaikilla ¢.

Fysikaalisesti parametrisoinnin sdannollisyys tarkoittaa sité, ettei kappaleen
liikkeessé ole pysahdyksié.

Esimerkki 1.6 Paraabelilla y = 22 on parametrisointi x = ¢, y = t2, joka on
saannollinen, silla

Y(t)=i+2tj#0
kaikilla ¢.



Parametrisointi ei kuitenkaan ole yksikisitteinen: myos kaavat x = 3, y = 9,
madrittelevat saman paraabelin, mutta nyt

r'(t) = 3t i+ 6t°j = 0

arvolla ¢t = 0. Tdma parametrisointi ei siis ole sd&nnéllinen. Havaitsemme, ettei
epasaannollinen parametrisointi valttaméatta tarkoita kdyrassd olevan teravia
kulmia tms.

Saannollisen parametrisoinnin yhtend etuna on se, ettd kdyrille voidaan
méadrittad jokaiseen pisteeseen yksikkotangenttivektori

L,
= =t (@),
[/ ()]
jolle siis |u(t)| = 1 kaikilla ¢. Tété voidaan kiyttad apuna esimerkiksi kiihtyvyy-
den tangentti- ja normaalikomponenttien madrittdmiseen seuraavalla tavalla.
Tarkoituksena on siis kirjoittaa kiihtyvyys muodossa

u(t)

a = ar + ay,

missé ar || u ja ay L u. Kédytdnnossa ar on kiihtyvyyden vektoriprojektio a,
vektorin u médrddméadn suuntaan, joten

alt) (1)
O

ar=a, = (a-u)u=
lasketaan ensin, ja sen avulla saadaan
ay =a—ar.

Esimerkki 1.7 Hiukkanen liikkuu pitkin Helix-kdyraa ("kierrejousi"), jolla on
parametrisointi
r(t) = (cost,sint,t), t € R.

Maaritetadan sen kiihtyvyyden tangentti- ja normaalikomponentit.

Nyt 1/(t) = v(t) = —sinti + costj + k ja a(t) = r”(t) = —costi — sintj,
joten
a-v sintcost —sintcost —
ar = SV =—> 5 v = 0.
||v]] sin“t + cos?t + 1

Kiihtyvyys on siis pelkkdéd normaalikiihtyvyytta, eli ay = a.

Tutkitaan vield lopuksi tarkemmin yksikkétangenttivektoria u(t). Koska |u(t)| =
1, niin u(¢) -u(t) = 1 kaikilla ¢. Derivoimalla tdmé& yhtdlo puolittain parametrin
t suhteen saadaan p p

E(u(t) -u(t) = El = 0.

Tassa
d d 2 2 2
L) ut) = (0 + u(t) + uslt)?)

= 2uy (£)u)(t) + 2uz(t)ub(t) + 2uz(t)uy(t) = 2u(t) - u'(t),
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joten w'(¢) L u(t) kaikilla t. Jos u/(t) # 0, niin voidaan méritelld
1
[ (#)]]

joka on nimeltadn kiyran pdanormaali. Lyhyelld laskulla voidaan osoittaa, etté

n(t) = u'(t),

= [[r'(8)[["a(t)
ay = (O] [w(5)]n().

joten normaalikiihtyvyys on aina pédnormaalin suuntainen. Kolmiulotteisessa
tapauksessa yksikkovektorit u(t) ja n(t) maaraavit sellaisen tason, jota kéy-
rd hetkellisesti sivuaa parhaiten. Kayran kierevyys eli erkaneminen ulos téasta
tasosta tapahtuu suuntaan u(f) x n(t), joka on kohtisuorassa vektoreita u(t)
ja n(t) vastaan. Se on my0s yksikkovektori ja nimeltdén kdyrdn sivunormaa-
li. Naiden kolmen yksikkdvektorin avulla voidaan jokaiseen kdyran pisteeseen
liittda sen kulun kanssa yhteensopiva suorakulmainen koordinaatisto. Téalloin
esimerkiksi vektoreiden u(t), n(t) ja u(t) x n(t) derivaatat voidaan esittdé li-
neaarikombinaatioina naistd kolmesta alkuperaisesté vektorista. Tulokset tun-
netaan Frenet’n kaavojen nimelld, mutta emme késittele niita talld kurssilla sen
tarkemmin.

1.3 Kaarenpituus

Olkoon r: [a,b] — R™ kiyran C jatkuvasti derivoituva parametrisointi. Jos kéy-
rda approksimoidaan sen sekanteista muodostetulla murtoviivalla ja annetaan
approksimaation tihentya, voidaan olettaa, ettd murtoviivojen pituudet suppe-
nevat kohti lukua ¢, joka olisi tutkittavan kiyrdn kaarenpituus. Osoittautuu,
ettd nain todella kiy ja ettd kaarenpituus saadaan integraalina

b
- / ()] dt.

Téamén perustelemiseksi tarkastellaan vélin [a, b] tasavilistd jakoa pisteilld
tr = a+ k- At, missi At = (b — a)/n ja n on jakovélien lukuméaard. Talloin
siis to = a ja t, = b. Jos merkitddn Ary = r(tx,1) — r(f), niin vastaavan
murtoviivan pituus on ), ||Arg||. Jokaisella k£ on voimassa

AI‘k = I‘(tk + At) — I’(tk) ~ I‘l(tk)At,

joten murtoviivan pituus on likimé&arin

n—1

st~ [ i

k=0

Voidaan osoittaa, ettd rajalla n — oo, ts. kun At — 0, murtoviivojen pituuksilla
on raja-arvona tamaé integraali, joka siis esittaé kyseisen kdyran kaarenpituutta.



Jos kéiyrédn parametrisointi on ainoastaan paloittain jatkuvasti derivoituva,
saadaan koko kiyran kaarenpituus laskemalla osien kaarenpituudet yhteen.

Koska samalla kayralld voi olla useita erilaisia parametrisointeja, heraé ky-
symys siitd, onko kaarenpituus itse kiyrdan vai pelkistaan tiettyyn parametri-
sointiin liittyva luku. Voidaan osoittaa, ettei kaarenpituus riipu parametrisoin-
nin valinnasta eiké sen suunnasta. Hieman tdsmallisemmin muotoiltuna pétee:
jos uusi parametrisointi saadaan muuttujanvaihdolla entisesté, niin niitd vas-
taavien kaarenpituusintegraalien arvot ovat samat.

Esimerkki 1.8 Lasketaan Helix-kiyréin r(¢) = (cost,sint,t) kaarenpituus pa-
rametrivalilla ¢ € [0, 27]. Koska r'(t) = —sinti + costj + k, niin

|r'(£)|| = /(—sint)? 4 cos?t + 1 = /2,

joten kaarenpituudeksi saadaan
2
e_/ ¥ ()] dt = 2v/2r.
0

Esimerkissd parametrisointi venyttad parametrivilin pituutta kertoimella
2\/§7r/ 21 = /2. Valitsemalla uusi parametri s = ﬂt, elit=s/ \/5, saadaan
toinen parametrisointi

r(s) = (cos(s/V2),sin(s/V2),5/V2),

jolle ||r'(s)|| = 1 kaikilla s. TAmé tarkoittaa sitéd, ettd kaarenpituus itse kiyralla
on tasmalleen sama kuin vastaavan parametrivilin pituus. Téllaista kutsutaan
parametrisoinniksi kaarenpituuden suhteen ja se voidaan periaatteessa muo-
dostaa kaikille kdyrille. Tuloksella on kuitenkin vain teoreettista mielenkiintoa,
koska kaarenpituusintegraaleja ei yleensa voida esittad alkeisfunktioiden avulla,
vaan ne taytyy laskea numeerisesti.

Esimerkki 1.9 Funktion kuvaajan y = f(z) kaarenpituudelle on olemassa jo
ennestadan tuttu kaava. Tutkitaan, millainen tulos saadaan kidyttamaélla tdman
luvun yleisempéa tulosta. Kuvaaja voidaan parametrisoida muodossax = t, y =

f(#), t €la,b). Talloin r'(t) =i+ f'(t)j ja ||’ (¢)]| = /1 + f'(t)?, joten kaaren-

pituudeksi saadaan
b
6:/ V1+ fr(t)?dt

aivan kuten ennenkin.

Kaarenpituutta voidaan yleisemmin tutkia myos sellaisille kéyrille, joiden
parametrisointi on muodostettu rajoittamattomalla vélilla, ja kaarenpituusin-
tegraalista tulee talloin epéoleellinen. Jos tdmé integraali on suppeneva, niin
kiyrad sanotaan suoristuvaksi.



Esimerkki 1.10 Onko spiraalin z = e ' cost, y = e 'sint, t > 0, kaarenpituus
aarellinen?
Lasketaan siis r'(t) = e *(— cost — sint)i+ e *(cost — sint)j ja edelleen

e’ (8)|| = e7t\/(— cost — sint)2 + (cost — sint)? = v/2e 7.

Néin ollen kaarenpituudeksi saadaan
(= / e ()] dt = \/5/ e~tdt = /2,
0 0

joten spiraali on suoristuva.

On syytd mainita, ettei pelkkd jatkuvuus takaa edes sitd, ettd suljetulla
valilld parametrisoitu tasokéyra olisi suoristuva. Tunnetuin esimerkki tallaisesta
on ns. lumihiutalekdyré, jonka keksi ruotsalainen Helge von Koch v. 1904; katso
esim.

https://en.wikipedia.org/wiki/Koch_snowflake

Téassé yleisemméssa tilanteessa suoristuvuutta ei voida enédd tutkia integraa-
lina, vaan paattelyn taytyy perustua suoraan approksimoivien murtoviivojen
pituuksiin.

Tutkitaan lopuksi kaarenpituuden laskemista napakoordinaattien avulla. Ta-
son piste (z,y) voidaan esittdd napakoordinaattien r,# avulla muodossa x =
rcosf, y = rsinfd, missdé r > 0 ja § € R (tai 0 € [0,27]). Monia tasojoukko-
ja on helpompi kisitellda napakoordinaattien kuin tavallisten zy-koordinaattien
avulla. Esimerkiksi R-sédteisen ympyran yhtédlo napakoordinaateissa on muotoa
r=R.

Tutkimme seuraavassa tasokdyran r = f(0), 6y < 6 < 6;, kaarenpituuden
laskemista. Téllainen kiyréd voidaan parametrisoida kulman 6 = t avulla, jolloin

x=rcosf = f(0)cosO = f(t)cost
y=rsinf = f(0)sinf = f(t)sint.

Talloin r'(t) = (f'(t) cost — f(t)sint)i + (f'(t)sint + f(t)cost)j ja ||r'(¢)|| =
f(t)? + f'(t)? sievennnysten jélkeen. Kaarenpituus saadaan siis integraalista
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Esimerkki 1.11 Laske neliapilan r = | cos 26|, 0 < 6 < 27, kaarenpituus.

Symmetrian vuoksi riittdd laskea kaarenpituus vélilld 6 € [0, 7/4] ja kertoa
tulos luvulla 8. Télloin my6s cos 260 > 0, mika helpottaa laskuja. Nyt siis f(t) =
cos 2t ja f'(t) = —2sin 2t, joten kaarenpituudeksi saadaan

w/4 m/4
= 8/ \/0082(275) + 4sin®(2t) dt = 8/ \/ 1+ 3sin?(2t) dt ~ 9.69.
0 0

Kyseessé on ns. elliptinen integraali, joka taytyy laskea numeerisesti; sillé ei ole
alkeisfunktioiden avulla esitettaviéd arvoa. Tamaé ilmi6 toistuu useissa kaarenpi-
tuuteen liittyvissa laskuissa.




1.4 Kaarevuus

Kaarevuus liittyy kiyran suunnan muutosnopeuteen. Geometrisesti tarkasteltu-
na on luontevinta selvittad ensin tutkittavassa pisteessa kayrdan kaarevuussade
R ja médritelld sen avulla kaarevuus K = k = 1/R.

Jotta pédsemme mahdollisimman nopeasti my6s kolmiulotteiseen tapauk-
seen, tarkastellaan lahtokohtana seuraavaa esimerkkia.

Esimerkki 1.12 Hiukkanen kiertda R-siteistd ympyrarataa kulmanopeudella
w. Maarita sen normaalikiihtyvyys.
Radan parametrisointi ajan suhteen on muotoa x = Rcoswt, y = Rsinwt.
Talloin
r'(t) = —Rwsin(wt)i + Rw cos(wt)j
ja ||[r'(t)|| = Rw. Jéalkimmainen yhtélo kertoo myos kulmanopeuden yhteyden
hiukkasen vauhtiin. Kiihtyvyydeksi saadaan

1
a(t) = —Rw? cos(wt)i — Rw?sin(wt)j = —w?R - }—%r(t),

joten ay = a ja ay = w’R = |r'(t)[|*/R.

Jalkimmainen muoto saattaa olla ennestaén tuttu keskeiskiihtyvyyden lause-
ke lukiofysiikasta. Se antaa myo0s viitteen siité, ettd yleisen kidyridn kaarevuussé-
de voitaisiin laskea kaavalla R = ||r/(¢)||*/ay vertaamalla kiyrin kulkua hetkel-
lisesti pyorimisliikkeeseen. Osoittautuu, ettd tdma johtaa kidytannolliseen maa-
ritelmédn, mutta sitd ennen tarvitaan normaalikiihtyvyydelle a konkreettinen
lauseke, joka saadaan seuraavalla tavalla.

Koska r’” = a = apu+ ayn, niin muodostamalla vektorin u ristitulo yhtalon
molempien puolten kanssa saadaan

uxr’' =aruxu+ayuxn=ayu X n.

Téasséa u X n on yksikkovektori (itse asiassa sivunormaali), joten

[ > x|

//H _
[l

ay = |luxr

Yhdistamalla saadut kaavat paddytadan seuraavaan maaritelméaan.

Maaritelma 1.13 Jos r = r(t) on kolmiulotteisen kiyrdn séddnnollinen kaksi
kertaa jatkuvasti derivoituva parametrisointi, niin kdyran kaarevuus pisteessa

r(t) on
_ @ xx"@) _ flv(t) x a@)]
Ol MOl &

ja vastaava kaarevuussidde R = 1/k.




Ennen esimerkkejé tutkitaan, mitd kaarevuus tarkoittaa tasokayrille, jotka
saadaan avaruuskayrien erikoistapauksena asettamalla z(¢) = 0.

Téalloin
i J
(1) y'(t)

z"(t) y'(t)

ja [[r'(t)|| = +/2'(t)? + v/ (t)?, joten kaksiulotteinen kaarevuus voidaan méadritel-
1a seuraavalla tavalla.

r'(t) x r'(t) = (' ()y" () — " (t)y' () k

o o =
I

Maaritelma 1.14 Tarkastellaan tasokdyréad, jolla on sdannollinen kaksi kertaa
jatkuvasti derivoituva parametrisointi r(t) = (z(t), y(¢)). Talloin pisteessa r(t)

kiyran kaarevuus on
')y’ (t) — ")y (t)

[ @)

ja vastaava kaarevuussidde on R = 1/k.

K =

Molempia tuloksia voidaan soveltaa myos erikoistapauksiin 1/0 = oo ja
1/00 = 0. Huomattakoon, ettd tasokdyrdn kaarevuuden osoittajasta on jétetty
itseisarvot pois. Kokeilemalla havaitaan, ettd x > 0, jos tasokiyra kaartuu po-
sitiiviseen suuntaan kuljettaessa vasemmalle, ja k < 0 oikealle suuntautuvassa
kaarteessa. Kolmiulotteisessa tapauksessa vastaavaa geometrista tulkintaa on
vaikeampi muotoilla.

Tasokéyran kaarevuussateen lauseke voidaan perustella myos seuraavalla ta-
valla. Koska ympyran kaksi normaalia leikkaavat aina ympyran keskipisteessa,
niin ehképéa yleisen tasokdyrin kaksi lahekkaisiin pisteisiin piirrettyd normaa-
lisuoraa leikkaisivat toisensa ldhelld kaarevuuskeskipistettd? Maaritetdan siis
tutkittavan pisteen r(ty) kautta kulkeva normaali ja muodostetaan vastaava
normaali lahelld olevaan pisteeseen r(ty + At). Lasketaan normaalien leikkaus-
pisteen koordinaatit ja niistd raja-arvo, kun At — 0. Témén pisteen etéisyys
tutkittavasta kiyran pisteestd on etsitty kaarevuussidde. Vilivaiheet ovat peri-
aatteessa suoraviivaisia, mutta teknisesti hieman hankalia, ja johtavat samaan
tulokseen kuin ylla!

Esimerkki 1.15 Lasketaan ellipsin z%/a® + 3?/0> = 1 kaarevuus pisteessi
(a,0). Ellipsilld on parametrisointi © = acost, y = bsint ja tarkasteltava piste
vastaa parametrin arvoa t = 0. Nyt siis

o' (t)y" (t) — 2" (t)y'(t)  (—asint)(—bsint) — (—acost)bcost ab
(z'(t)2 + 4/ (£)2)3/2 (a?sin?t + b2 cos? t)3/2  (a?sint 4 b2 cos? t)3/2’
joten arvolla t = 0 saadaan
_ab  a
R = ﬁ = b_2

Huomattakoon, ettd tapauksessa a = b = R tuloksesta saadaan R-séteisen
ympyréan kaarevuudeksi 1/R, kuten pitaékin.
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