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3 Kayraviivaiset koordinaatistot

Seuraavassa kasitelladn ensin yleisesti kiiyraviivaisiin koordinaatistoihin liittyvié
asioita ja sen jalkeen erikseen pallo- ja sylinterikoordinaatistoja.

3.1 Napakoordinaatisto

Tason napakoordinaatisto oletetaan ennestédan tutuksi ja varsinaisena aiheena ovat
kolmiulotteisen avaruuden koordinaatistot. Pieni kertaus ei kuitenkaan ole pahit-
teeksi.

Maaritelma 3.1 Tason napakoordinaatit (r, ) médritelladn muunnoskaavoilla

T =rcosf
y =rsinf,
kunr > 0ja 0 <6 < 2m.

Talloin r = /2% 4+ y? ja kulma 0 madrdaytyy yhtéloistd cosd = x/r, sinf = y/r.
Tapauksessa © > 0 saadaan § = arctan(y/z). Origossa (0,0) on r = 0, mutta
kulmaa 6 ei ole maaritelty. Joissakin tilanteissa kulman 6 maérittelyvéliksi on
helpompaa valita —7 < 0 < 7.

Napakoordinaatiston yksikkdvektorit ovat

1 1
e.=-r=—(ri+yj) =cosfi+sinbj
r r

ja

1
(—yi+zj) = —sinfi+ cosbj.

€y = —
T

Talloin origon ulkopuolella |le,|| = |leqs]| = 1, e, L ey ja (e, ey) on positiivisesti
suunnattu kanta.

Esimerkki 3.2 Jos u: R? — R, niin sen esitys napakoordinaateissa on uusi funk-
tio
U(r,0) = u(rcosf,rsinb).

Osoita, etté

vu=e + 19,
o " rag '
ja
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Ratkaisu: Luennolla/harjoituksissa. Monissa sovelluksissa kirjoitetaan U = u,
vaikka se on tarkasti ottaen viarin. Myos ylla on lyhennetty merkintoja, silla Vu =
Vu(rcosf,rsinf) ja Au = Au(rcosf,rsinf): ensin lasketaan gradientti tai A, ja
sen jilkeen tulokseen sijoitetaan x = r cosf jne.

Esimerkki 3.3 Johda napakoordinaatiston pinta-alan suurennussuhde
dA = dxdy = rdrdf.

Ratkaisu: Pieni koordinaattiruutu ro < r < ro+Ar, 8y < 0 < 6+ A6 kuvautuu
xy-tason sektorin (keskuskulma Af) ja kahden ympyrén (séteet ro ja ro+Ar) véliin
jaavan alueen leikkaukselle, jonka pinta-ala on

Af 1
AA = 2—(7r(r0 + Ar)? — mrg) = roArAf + §(AT)2A9.
7r

Pinta-alan paikallinen suurennussuhde on siis

R
NN L

kun Ar — 0 ja A — 0.

3.2 Kayraviivainen koordinaatisto

Kolmiulotteisen avaruuden kiyréviivainen koordinaatisto alueessa D (joka on yleen-
si koko R3) syntyy muuttujanvaihdosta r: Q — D, kun Q C R3. Tallin siis

r(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) € D kaikilla (u,v, w) € Q.

Muuttujanvaihtoon liittyvit koordinaattipinnat saadaan kiinnittamaélla yksi koor-
dinaatti ja antamalla kahden muun vaihdella muodossa (u, v) +— r(u, v, wy), (u, w) —
r(u, vo,w) ja (v, w) — r(ug,v,w). Kun kaksi koordinaattia kiinnitetdén, niin saa-
daan koordinaattikiyrid u — r(u, vy, wp), v — r(ug, v, wp) ja w +— r(ug, v, w).
Némaé ovat myos koordinaattipintojen leikkauskéayrié.

Maaritelma 3.4 Tarkastellaan derivoituvaa muuttujanvaihtoa r: €2 — D.

e Koordinaattien (u,v,w) venytyssuhteet (scale factor) ovat

or or or
by = _7hv: I jahw: - |l -
ou ov ow
Téssé pisteen r = (z,y, z) osittaisderivaatat lasketaan koordinaateittain eli
esimerkiksi
or . .
— =TI, =T, 1+ Yy, j+ 2k
ou
e Uuteen koordinaatistoon liittyvat yksikkovektorit ovat
1 1 oOr 1 , 1
€u=7Ty =77, € =T, Ja €, = Ty,
h " T Ou hy T

jos venytyssuhteet ovat # 0.



e Koordinaatisto (u,v,w) on suorakulmainen (eli ortogonaalinen) kiy-
raviivainen koordinaatisto, jos e, L e,, e, L e, jae, L e,.

e Suorakulmainen koordinaatisto (u, v, w) on oikeakitinen, jos e,, = e, X e,.

Kaikki tarkeimméat avaruuden koordinaatistot ovat ortogonaalisia ja oikeakétisia.

Pienessd muutoksessa u-koordinaatin suuntaan véalilla [u, v + Au] on

0
Ar =r(u + Au,v,w) — r(u, v, w) =~ 8_2 Au,

joten ||Ar|| ~ h,Au. Néin saadaan koordinaattikdyrien kaarenpituusdifferentiaalit
venytyssuhteiden avulla lausuttuina:

ds, = hydu, ds, = h, dv ja ds,, = h,, dw.

Liséksi ortogonaalisessa tapauksessa saadaan koordinaattitasojen pinta-aladif-
ferentiaalit

dS, = hyh,, dvdw,dS, = h,h, dudw ja dS,, = hyh, dudv
seké tilavuusalkio
dV = h,hyhy du dv dw.

Ortogonaalisessa tapauksessa yleisen parametrisoidun kayrén kaarenpituusdiffe-
rentiaali on

ds® = hZ du® + h2 dv® + hZ, dw?,
ts.

b
(= / SRR RO (02 + e w ()P dt.

3.3 Pallokoordinaatisto

Pallokoordinaatistoon kuuluu radiaalinen etéaisyysmuuttuja ja kaksi kulmaa, jotka
vastaavat (pienilld eroilla) maapallon pituus- ja leveysasteita. Valitettavasti kul-
mien valinta ja kaikki merkinnét ovat vield standardisoimatta, ja esimerkiksi ma-
tematiikassa ja fysiikassa kiiytetdin erilaisia valintojal.

Miiritelma 3.5 Pisteen (z,y, z) € R? pallokoordinaatit ovat (r, ¢, 0), jossa

r=yr2+y?+222>0

on pisteen etdisyys origosta, kulma ¢ € [0, 7] on pisteen paikkavektorin r ja vek-
torin k villinen kulma sekéd 6 € [0, 27| pisteen tasoprojektion (x,y) kulma napa-
koordinaateissa.

!Ensimmiinen sekaannuskohta on kulmien jirjestys: Leveysaste (pystysuora kulma) voidaan
maapallolla mé&rittaéd téhtitieteellisin keinoin, mutta pituusasteen (vaakasuora kulma) méérit-
tdminen oli vaikeaa ennen tarkkojen kellojen keksimistd. Tamén vuoksi kartoissa kirjoitetaan
ensimmaiseksi pystysuora kulma/koordinaatti, vaikka kaikki oppivat jo koulussa, etti vaa-
kasuora z-koordinaatti tulee ensin. Tama ikdva piirre on historiallisista syista periytynyt
my6s pallokoordinaatistoon.



Kulmaa 6 ei ole méaritelty z-akselin pisteille, jotka saadaan tapauksissa ¢ = 0
ja ¢ = m. Lisdksi kulmaa ¢ ei ole médritelty origossa (0,0,0). Néistd ei tule
kuitenkaan suurta héiriota alla oleviin muunnoskaavoihin, koska ensimmaéisessé
tapauksessa sin ¢ = 0 ja toisessa r = 0 tuottavat kyseessa olevasta koordinaatista
pelkin nollan.

Koska cos ¢ = z/r, niin z = r cos . Talléin

/22 - 2
sing = cos(n/2 — ) = x—er7
,

joten /x? + y? = rsin . Lisdksi napakoordinaatiston kaavoista saadaan

=22+ y%cosf jay =22+ y?sinb,
joten muunnoskaavat ovat
x =rsinycosf

y = rsinpsinf

Z =1rcosp,
jar>0,0<p<m0<6< 27,

Esimerkki 3.6 Pisteelle (z,y,2) = (1,1,—1) onr = /3jacosp = z/r = —1//3,
joten

3
¢ = arccos(—1/v/3) = Zﬁ

Lisdksi tanf = y/x = 1, joten § = 7/4 (koska selvésti 0 < 6§ < 7/2). Helpoissa
tapauksissa (kuten téssd) kulmat voi my6s padtelld kuviosta.

Esimerkki 3.7 Maapallolla vaakasuora kulma 6 — 180° € [—180°,180°] on pi-
tuusaste eli longitudi ja pystysuora kulma 90° — ¢ € [-90°,90°] leveysaste eli
latitudi. Kulman ¢ englanninkielinen nimi on ’colatitude’. Maan pinnan (tai kar-
tan) ympyrét, joille ¢ = vakio, ovat leveyspiireji eli latitudeja, ja ympyrat "0 =
vakio" ovat pituuspiireja eli meridiaaneja.

Pallokoordinaatistoon liittyvit venytyssuhteet ovat
hy =1, hy, =1 ja hy = rsinp,
joten yksikkovektoreiksi saadaan

e, =sinpcosfi—+sinpsinfj+ cospk,
e, = cospcosfi+cospsindj—sinpk,
ey = —sinfi+ coshj.

Néma voi paatelld myos suoraan geometrisesti ilman venytyssuhteiden laskemista.
Esimerkkina lasketaan kuitenkin

r rsinpcosfi+ rsingsindj+rcospk) = —rsingsinfi+ rsinpcosfj,
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josta saadaan

he = \/7‘2 sin? psin? @ + 2 sin? ¢ cos? = rsin .

Lyhyt tarkistus osoittaa, etté kyseessé on suorakulmainen oikeakétinen koordinaa-
tisto. Pinta-alan ja tilavuuden suurennussuhteisiin palataan myohemmin pinta- ja
avaruusintegraalien yhteydesséd, mutta todetaan jo tassa, ettd R-sateisen pallon
pinnalla pinta-aladifferentiaali on muotoa

dS = R*sin ¢ dp df
ja pallokoordinaatiston tilavuusalkio on
dV = r*sinpdrdodh.

Esimerkki 3.8 Otetaan Helsingistd suunta itdan: Missad kohdassa saavutaan pai-
vantasaajalle?

Ratkaisu luennolla/Kangaslampi ss. 18-19.

3.4 Sylinterikoordinaatisto

My®és sylinterikoordinaattien merkinndissa esiintyy vaihtelua, ja erityisesti tdméan
monisteen ja meneillddn olevan kurssin aksiaalinen muuttuja on r; (toinen hyvé
merkinté voisi olla r,) eikd , p, o tai R kuten muissa materiaaleissa tai monissa
kirjoissa.

Miiritelma 3.9 Pisteen (7,y,2) € R? sylinterikoordinaatit ovat (ry,6,2),

jossa
ri=vaz*+y* >0

on pisteen kohtisuora etiisyys z-akselista, § € [0,27] on pisteen tasoprojektion
(x,y) napakoordinaatiston kulma ja z = z.

Kaytannossa sylinterikoordinaatisto saadaan tason napakoordinaatistosta li-
saamaélla sithen z-koordinaatti, joten muunnoskaavoiksi voidaan kirjoittaa suoraan
T =17, cosb
y=r,siné

z =z,
jar; >0,0<60<2m z€eR.
Sylinterikoordinaattien venytyssuhteet ovat
hy, =1, hg =7, ja h, =1,
ja yksikkovektorit

e, =cosfi+sindj,
ey = —sinfi+ coshj
e, =k

Myo6s sylinterikoordinaatisto on suorakulmainen ja oikeakétinen. Sen tilavuusal-
kioksi saadaan dV =r, dr, dfdz.



11 Nabla-operaattorit kaytaviivaisissa koordinaa-
tistoissa

Monet skalaari- ja vektorikentdt on helpompi maéaritelld jotenkin muuten kuin
xyz-koordinaattien avulla.

Esimerkki 11.1 Origossa sijaisevan pisteméisen varatun hiukkasen (varaus Q)
sahkokentdn voimakkuus on muotoa

1 Q

= _ e?”
4reqy r2

E(r)

pallokoordinaattien avulla lausuttuna. Maxwellin yhtaloita tutkittaessa taytyy las-
kea sdhkokenttien lahteisyyksié ja pyorteisyyksia. Téaytyyko ylla oleva vektorikent-
td esittdd ensin muuttujien x,y,z avulla ennen kuin ndméa voidaan laskea, vai
voidaanko lahteisyys ja pyorteisyys laskea suoraan ylla annetusta kaavasta?

Vastaus kysymykseen on: Gradientti, divergenssi ja roottori voidaan laskea
ilman muunnosta xyz-koordinaatistoon kaikissa suorakulmaisissa kayraviivaisissa
koordinaatistoissa.

11.1 Gradientti

Tarkastellaan skalaarikenttdd f = f(x,y, z) ja ortogonaalista koordinaatistomuun-
nosta
r(u,v,w) = (z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)).

Muunnoksen avulla funktiosta f saadaan uusi funktio?

flu,v,w) = f(z(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)).

Millainen esitys gradientilla V f on funktion f osittaisderivaattojen avulla lausut-
tuna uudessa xyz-koordinaatistossa?

Lause 11.2 Ylla olevassa tilanteessa

10f 10f 1 0f

" ou S hy o0 Ty 0w O

Vf

Kuten alaviitteessd mainitaan, tdméa kaava kirjoitetaan yleensid muodossa

1 0f 1 0f 1 9f

T hou T o0 © Ty ow

Vf

Lauseen todistus: Ketjusadnnén mukaan

of ofox  Ofdy 0f0z
ou 8x8u+8y8u+8z8u_vf fu

2Tarkasti ottaen f on eri funktio kuin alkuperdinen f, joten selvyyden vuoksi kiytetiisin
ainakin aluksi erottavaa merkintéé, jota yleensi ei mainita ollenkaan.
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jossa kaikkien lausekkeiden muuttujana on r(u, v, w). Koska r, = h,e,, niin

of
a_(Vf-eu)hu<:>Vf-eu

_19f
~ h, Ou’

Taméa todistaa gradientin Vf esityksessd yksikkovektorin e, kertoimen, koska
koordinaatisto on ortogonaalinen. Muut kertoimet saadaan samalla tavalla vaihta-
malla muuttujan w tilalle v tai w. [J

11.2 Divergenssi

Katso Kangaslampi 4.8.

11.3 Roottori
Katso Kangaslampi 4.8.



